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Titre 
Evolution des outils de simulation rapide du procédé de fabrication du pneumatique avant cuisson 
Résumé 
Ces travaux de thèse s’intéressent aux outils de simulation rapide de la fabrication d’un 
pneumatique. L'objectif est de prédire le mouvement et la position des éléments constitutifs du 
pneumatique, lors de leur mise en conformation, en prenant en compte les déformations induites 
par les actions mécaniques associées.  
Ces travaux s’appuient sur la mise en place d’un algorithme visant à modéliser le gonflement d’un 
outillage et la mise en place d’un modèle de déformation d’un système de formes géométriques aux 
caractéristiques mécaniques différentes. L'algorithme de gonflement de l’outillage se base sur la 
théorie des membranes inextensibles et son industrialisation est validée pour des dimensions 
standards de pneumatiques. La méthode Masse-Ressort est retenue pour réaliser la déformation de 
formes géométriques afin d’obtenir des résultats de déformation en temps réel. Dans ces travaux, 
cette méthode est adaptée aux matériaux d’un pneumatique à partir de travaux de caractérisations 
géométrique et mécanique validés par comparaison aux Éléments Finis.  
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déformation en temps réel 
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Mass-Spring modelization, geometric deformation, real-time deformation computation, 
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✷✳✸ ❊①❡♠♣❧❡' ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' ❞✬♦✉-✐❧❧❛❣❡' ✉-✐❧✐'4' ♣♦✉/ ❢❛❜/✐;✉❡/ ✉♥ ♣♥❡✉♠❛-✐;✉❡✳ ✹✹
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✸✳✶✵ ➱❝❛/- ❞❡ ❞4❢♦/♠❛-✐♦♥ ❞❡' ❝♦✉/❜❡' ❜❛''❡' ♣♦✉/ ❧❡' ❞✐✛4/❡♥-' ♠❛-4/✐❛✉①✳ ❋♦/♠❡
✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
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■♥ "❤❡ "✐&❡ ✐♥❞✉)"&②✱ "❤❡ ♣❤❛)❡) ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥" ♦❢ ♥❡✇ ♣&♦❞✉❝") &❡♣&❡)❡♥" ❛ )✐❣♥✐✜❝❛♥"
✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦)"✳ ❚❤❡ ✇♦&❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ "❤✐) :❍❉ ❛✐♠) "♦ &❡❞✉❝❡ "❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥" "✐♠❡ ♦❢
♣&♦❞✉❝") ❞✉&✐♥❣ "❤❡ ✐♥❞✉)"&✐❛❧✐③❛"✐♦♥ ♣❤❛)❡✳
❚❤✐) :❍❉ ✐) ❞♦♥❡ ✇✐"❤ "❤❡ ■♥)"✐"✉"❡ ♦❢ :❛)❝❛❧ ❛♥❞ ▼✐❝❤❡❧✐♥ ✐♥ ❈❧❡&♠♦♥"✲❋❡&&❛♥❞✳ ❚❤❡)❡
✇♦&❦) ❝♦✈❡& "✇♦ ♣&♦❜❧❡♠) ✿ "❤❡ ✐♥"&♦❞✉❝"✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡"&✐❝ ♠♦❞❡❧ "♦ )✐♠✉❧❛"❡ "❤❡ "♦♦❧
✐♥✢❛"✐♦♥ ❢♦& ♠❛♥✉❢❛❝"✉&✐♥❣ ❛ "✐&❡ ❛♥❞ "❤❡ ✐♥"&♦❞✉❝"✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❢♦&♠❛"✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❣❡♦♠❡"&✐❝
)❤❛♣❡) "❛❦✐♥❣ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❤❛&❛❝"❡&✐)"✐❝)✳
❚♦ )♦❧✈❡ "❤❡ ✜&)" ♣&♦❜❧❡♠✱ ❛ ♠❡"❤♦❞ ❜❛)❡❞ ♦♥ "❤❡ "❤❡♦&② ♦❢ "❤❡ ✐♥❡①"❡♥)✐❜❧❡ ♠❡♠❜&❛♥❡
✐) ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ "♦ ♠♦❞❡❧ "❤❡ "♦♦❧ ✐♥✢❛"✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♣♣&♦❛❝❤ ✐) ✈❛❧✐❞❛"❡❞ ❢♦& )"❛♥❞❛&❞
❞✐♠❡♥)✐♦♥) ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝"✉&✐♥❣ "♦♦❧)✳
❆❝❝♦&❞✐♥❣ "❤❡ )❡❝♦♥❞ ♣&♦❜❧❡♠✱ "❤❡ )♣&✐♥❣✲♠❛)) ♠❡"❤♦❞ ✐) ✉)❡❞ ✐♥ &❡❛❧ "✐♠❡ ❢♦& ❞❡❢♦&♠✐♥❣
❛ ❣❡♦♠❡"&✐❝ )❤❛♣❡ "❛❦✐♥❣ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛&❛♠❡"❡&)✳ ❚❤❡ ✇♦&❦) ♦♥ "❤❡ ❣❡♦♠❡"&✐❝❛❧
❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❤❛&❛❝"❡&✐③❛"✐♦♥) ♦❢ ♠❛))✲)♣&✐♥❣ )②)"❡♠) ❛&❡ ❞♦♥❡✳ ❉❡❢♦&♠❛"✐♦♥) ♦❢ "❤❡ "✐&❡
❝♦♠♣♦♥❡♥") ❛&❡ ❝♦♠♣❛&❡❞ ✇✐"❤ ❋✐♥✐"❡ ❊❧❡♠❡♥" ▼❡"❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐) "❤❡ &❡❢❡&❡♥❝❡ ♠❡"❤♦❞✳
▼♦❞❡❧) ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞ "♦ ❛ ❝♦❧❧✐)✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ ❛&❡ ✉)❡❞ "♦ ♣&♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡"❤♦❞ "♦ ♠♦❞❡❧ "❤❡
♠❛♥✉❢❛❝"✉&✐♥❣ ♣&♦❝❡)) ❜❡❢♦&❡ ❝✉&✐♥❣✳ ❚♦ ✈❛❧✐❞❛"❡ "❤✐) ♠❡"❤♦❞✱ "❤❡ )"❡♣) ♦❢ "❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝"✉&✐♥❣
♣&♦❝❡)) ❛&❡ )✐♠✉❧❛"❡❞✳ ❚❤❡ &❡)✉❧") ❛&❡ ❝♦♠♣❛&❡❞ "♦ "❤❡ ❝✉&&❡♥" ♠♦❞❡❧ ▼✐❝❤❡❧✐♥ ❛♥❞ "❤❡ ❋✐♥✐"❡
❊❧❡♠❡♥" ▼❡"❤♦❞✳
❋✐♥❛❧❧②✱ "❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦❞❡❧ "❛❦❡ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" "❤❡ ❢❡❛"✉&❡) ♦❢ "❤❡ "✐&❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥")✳ ❆
❝♦❧❧✐)✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ ✐) ✉)❡❞ "♦ )✐♠✉❧❛"❡ ❝♦♥"❛❝") ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥")✳ ❚❤❡ ♣&♦♣♦)❡❞ ♠♦❞❡❧
♣&♦✈✐❞❡) ❛ ❞❡)❝&✐♣"✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ )"❡♣ ♦❢ "❤❡ ❞❡❢♦&♠❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ "♦♦❧ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇) "❤❡ ✉)❡& "♦
✉♥❞❡&)"❛♥❞ "❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ ❞❡❢♦&♠❛"✐♦♥ ✐♥ "❤❡ "✐&❡✳ ❈♦♠♣✉"❛"✐♦♥ "✐♠❡ ✐) )✉♣❡&✐♦& "❤❛♥
"❤❡ ❝✉&&❡♥" ✐♥❞✉)"&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜✉" ✐" ✐) ❛❝❝❡♣"❛❜❧❡ ❛♣♣&♦❛❝❤✳
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■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥
❉❛♥# ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉#,-✐❡ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛,✐/✉❡✱ ❧❡# ♣❤❛#❡# ❞❡ ❞2✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥, ❞❡ ♥♦✉✲
✈❡❛✉① ♣-♦❞✉✐,# -❡♣-2#❡♥,❡♥, ✉♥ ❝♦7, ✜♥❛♥❝✐❡- ✐♠♣♦-,❛♥,✳ ❉❛♥# ❧❡ ❜✉, ❞❡ -2❞✉✐-❡ ❝❡# ♣❤❛#❡#✱
❧❛ ▼❛♥✉❢❛❝,✉-❡ ❋-❛♥>❛✐#❡ ❞❡# ?♥❡✉♠❛,✐/✉❡ ▼✐❝❤❡❧✐♥ ✉,✐❧✐#❡ ❡, ❞2✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡# ♦✉,✐❧# ❞❡ #✐♠✉❧❛✲
,✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝2❞2 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛,✐♦♥✳ ❈❡# ♦✉,✐❧# ♣❡-♠❡,,❡♥, ❛✉① ❞❡#✐❣♥❡-# ❞❡ ♣♥❡✉♠❛,✐/✉❡#
❞❡ ✈✐#✉❛❧✐#❡- ❡♥ ,❡♠♣# -2❡❧ ❧❛ ♠✐#❡ ❡♥ ❢♦-♠❡ #✉❜✐❡ ♣❛- ❧❡# 2❧2♠❡♥,# /✉✐ ❝♦♥#,✐,✉❡♥, ✉♥ ♣♥❡✉✲
♠❛,✐/✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞2❢♦-♠❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉,✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥, ❝❡# ♦✉,✐❧# ✉,✐❧✐#❡♥, ❞❡# ♠♦❞B❧❡# ❞❡
❞2❢♦-♠❛,✐♦♥ #✐♠♣❧✐✜2#✱ /✉✐ ❞❛♥# ❝❡-,❛✐♥# ❝❛# ♣❡✉✈❡♥, ❢♦✉-♥✐- ❞❡# -2#✉❧,❛,# ✐♥❝♦❤2-❡♥,# ❛✈❡❝
❧❛ -2❛❧✐,2 ♠2❝❛♥✐/✉❡✳ ❈❡# ❡--❡✉-# ❞♦✐✈❡♥, C,-❡ ❝♦--✐❣2❡# ❛ ♣♦#,❡-✐♦-✐ ♣❛- ❧❡# ✉,✐❧✐#❛,❡✉-# ❝❡
/✉✐ -❛❧❡♥,✐, ❧❡ ♣-♦❝❡##✉# ❞✬✐♥❞✉#,-✐❛❧✐#❛,✐♦♥ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛,✐/✉❡✳
◆♦# ,-❛✈❛✉① ♣♦-,❡♥, #✉- ❧❛ ♠♦❞2❧✐#❛,✐♦♥ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬♦✉,✐❧❧❛❣❡ ❡, #✉- ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❞2❢♦-♠❛,✐♦♥ ❞❡# 2❧2♠❡♥,# /✉✐ ❝♦♠♣♦#❡♥, ✉♥ ♣♥❡✉♠❛,✐/✉❡✳ ■❧# #♦♥, -2❛❧✐#2# ❛✜♥ ❞❡ -2❞✉✐-❡ ❧❡
,❡♠♣# ❞❡ #✐♠✉❧❛,✐♦♥ ❞❡ ❝❡# ♣❤❛#❡# ❡, ♥♦,❛♠♠❡♥, ❝❡❧❧❡ ❞✬✐♥❞✉#,-✐❛❧✐#❛,✐♦♥✳
▲❡# ,-❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡,,❡ ,❤B#❡ ✈✐#❡♥, H ♠♦❞2❧✐#❡- ❣2♦♠2,-✐/✉❡♠❡♥, ❧❛ ❞2❢♦-♠❛,✐♦♥ ❞❡# 2❧2✲
♠❡♥,# ❝♦♠♣♦#❛♥, ✉♥ ♣♥❡✉♠❛,✐/✉❡ ❞✉-❛♥, ❧❡# ❞✐✛2-❡♥,❡# 2,❛♣❡# ❞✉ ♣-♦❝2❞2 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛,✐♦♥
❛✜♥ ❞❡ -2❞✉✐-❡ ❧❡# ❝♦7,# ❞✬✐♥❞✉#,-✐❛❧✐#❛,✐♦♥✳ ❆✐♥#✐✱ ✉♥ ♦✉,✐❧ ❞❡ ♠♦❞2❧✐#❛,✐♦♥ ,❡♠♣# -2❡❧ ❞❡
❧❛ ❞2❢♦-♠❛,✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛##❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ❢♦-♠❡# ❣2♦♠2,-✐/✉❡# ❛✉① ❝❛-❛❝,2-✐#,✐/✉❡# ♠2❝❛♥✐/✉❡#
❞✐✛2-❡♥,❡# ❡#, ❞2✈❡❧♦♣♣2✳
❋✐❣✉$❡ ✶ ✕ ▼♦❞2❧✐#❛,✐♦♥ ❞✉ ♣-♦❝2❞2 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛,✐♦♥ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛,✐/✉❡✳
?♦✉- ❝❡ ❢❛✐-❡✱ ❧❡ ♣-♦❝2❞2 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛,✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛,✐/✉❡ ❡#, ♣-2#❡♥,2 ❞❛♥# ❧❡ ❈❤❛✲
♣✐,-❡ ✶ ❛✐♥#✐ /✉❡ ❧✬❛♣♣-♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞2❧✐#❛,✐♦♥ ❛❝,✉❡❧❧❡✳▲✬❛♥❛❧②#❡ ❞❡ ❝❡,,❡ ❛♣♣-♦❝❤❡ ♣❡-♠❡,
❞✬✐❞❡♥,✐✜❡- ❞❡✉① ✈❡--♦✉# #❝✐❡♥,✐✜/✉❡#✳ ▲❛ ❞2♠❛-❝❤❡ ♣♦✉- ❧❡# -2#♦✉❞-❡ ❡#, ❧❛ #✉✐✈❛♥,❡✳
▲❡ ♣-♦❝2❞2 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛,✐♦♥ ❡#, ♠♦❞2❧✐#2 ❣2♦♠2,-✐/✉❡♠❡♥, ♣❛- ❧✬✐♥,❡-♠2❞✐❛✐-❡ ❞✉ ,-❛❝2 ❞✉
❣♦♥✢❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬♦✉,✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛,✐♦♥✳ ❈❡,,❡ ♠2,❤♦❞❡ ♠♦❞2❧✐#❡ ♣❛- ❞❡# ❝♦✉-❜❡#✱ ❛♣♣❡❧2❡#
➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
✻ ■♥#$♦❞✉❝#✐♦♥
❝♦✉#❜❡& ❣✉✐❞❡&✱ ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥/ ❞❡ ❧✬♦✉/✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬2/❛♣❡ ✐♥✐/✐❛❧❡ 4 ❧✬2/❛♣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♣#♦❝2❞2 ❞❡
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❝❛"❛❝.2"✐,.✐7✉❡, ❡. ♠❛"7✉❡ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛.✐7✉❡✳
▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡, 2❧2♠❡♥., ❛♣♣❛"❛✐,,❡♥. ❞❛♥, .♦✉, ❧❡, .②♣❡, ❞❡ ♣♥❡✉♠❛.✐7✉❡,✱ 7✉❡ ❝❡
,♦✐. ♣♦✉" ✉♥ ♣♥❡✉ .♦✉"✐,♠❡✱ ❛❣"✐❝♦❧❡✱ ❞❡✉① "♦✉❡, ♦✉ ♣♦✐❞, ❧♦✉"❞, ✭❆♥♥❡①❡ ✶✮✳ ❙❡✉❧❡, ❧❡✉",
❞✐♠❡♥,✐♦♥, ❡. ❧❡✉", ❢♦"♠❡, ❣2♦♠2."✐7✉❡, ❞✐✛Q"❡♥. ❞✬✉♥ .②♣❡ ? ❧✬❛✉."❡✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ❝❤❛7✉❡ 2❧2✲
♠❡♥. ❛ ✉♥ "S❧❡ ❞❛♥, ❧❡, ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡, ❞✉ ♣♥❡✉♠❛.✐7✉❡ ✭"2,✐,.❛♥❝❡ ❛✉ "♦✉❧❡♠❡♥.✱ ❜"✉✐.✱✳✳✳✮✳
▲❛ ❢❛❜"✐❝❛.✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛.✐7✉❡ ❞♦✐. ❣❛"❛♥.✐" ❧❡ "❡,♣❡❝. ❞❡ ❧❛ ❢♦"♠❡ ❡. ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐.✐♦♥ ❞❡ ❝❡,
2❧2♠❡♥.,✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶ ✕ ❈♦✉♣❡ ."❛♥,✈❡",❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛.✐7✉❡ .♦✉"✐,♠❡✳
✶✳✷ ❋❛❜&✐❝❛)✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛)✐2✉❡
❯♥ ♣♥❡✉♠❛.✐7✉❡ ♣❡✉. M."❡ ❢❛❜"✐7✉2 ,❡❧♦♥ ❞✐✛2"❡♥., ♣"♦❝2❞2, ✐♥❞✉,."✐❡❧, 7✉✐ ❝♦♠♣♦".❡♥.
."♦✐, 2.❛♣❡, ❝♦♠♠✉♥❡, ✿
✶✳ ▲❛ ❢❛❜$✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ♣$♦❞✉✐'. .❡♠✐✲✜♥✐. ❝♦♥.'✐'✉❛♥' ❧❡ ♣♥❡✉♠❛'✐3✉❡ ✿
❈❤❛7✉❡ 2❧2♠❡♥. ❞❡ ,❡❝.✐♦♥ ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡ ♣♦,,Q❞❡ ,♦♥ ♣"♦♣"❡ ♣"♦❝2❞2 ❞❡ ❢❛❜"✐❝❛.✐♦♥✳ ❈❡..❡
❝❛"❛❝.2"✐,.✐7✉❡ ❣2♦♠2."✐7✉❡ ♣❡"♠❡. ❞❡ ♣"♦❞✉✐"❡ ❧❡, 2❧2♠❡♥., ❡♥ ❝❛♦✉.❝❤♦✉❝ ♦✉ ❧❡, ♥❛♣♣❡,
❝♦♠♣♦,2❡, ❞❡ .❡①.✐❧❡ ♦✉ ❞✬❛❝✐❡" ♣❛" ❡①."✉,✐♦♥ ❡♥ 7✉❛♥.✐.2 ✐♥❞✉,."✐❡❧❧❡✳






▲♦"# ❞❡ ❧❛ ❢❛❜"✐❝❛,✐♦♥✱ ❝❤❛0✉❡ 2❧2♠❡♥, ❡#, ♣♦#2 #✉" ✉♥ ♦✉,✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ,②♣❡ ✧❚❛♠❜♦✉"✧
✭❋✐❣✉"❡ ✶✳✷✮✳ ❈❡ ❞❡"♥✐❡" ❛❞♠❡, ✉♥❡ #②♠2,"✐❡ ❞❡ "2✈♦❧✉,✐♦♥ ,♦✉, ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ #❛ ❞2❢♦"♠❛,✐♦♥
0✉✐ ♣❡"♠❡, ❞❡ ♥❡ "❡♣"2#❡♥,❡" 0✉✬✉♥❡ #❡❝,✐♦♥ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛,✐0✉❡ 2,✉❞✐2✳ ❈❡,,❡ ♣♦##✐❜✐❧✐,2✱ ❝♦✉✲
♣❧2❡ ❛✉ ❢❛✐, 0✉❡ ❧✬♦✉,✐❧❧❛❣❡ #✉❜✐, ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ❞✐❛♠C,"❡ ❧♦"# ❞❡ ❧❛ ❢❛❜"✐❝❛,✐♦♥✱ ♣❡"♠❡,
❞✬❛♣♣❧✐0✉❡" ❧✬20✉❛,✐♦♥ ✶✳✷ ❛✉① ❞✐✛2"❡♥,# 2❧2♠❡♥,# ❝♦♥#,✐,✉❛♥,# ❧❡ ♣♥❡✉♠❛,✐0✉❡✳ ❈❡,,❡ 20✉❛✲
,✐♦♥ ,"❛❞✉✐, ❧❛ ❝♦♥#❡"✈❛,✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥ 2❧2♠❡♥,✱ ♣♦#2 #✉" ✉♥ ♦✉,✐❧❧❛❣❡✱ 0✉✐ ❝♦♥#❡"✈❡ #❛
❧❛"❣❡✉" ♠❛✐# ❞♦♥, ❧✬2♣❛✐##❡✉" ✈❛"✐❡ ❧♦"# ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ❞✐❛♠C,"❡ ❞❡ ❧✬♦✉,✐❧❧❛❣❡✳
Vinitial = Vfinal ✭✶✳✶✮
L1 = L2
2π ∗R1 ∗ Sinitiale = 2π ∗R2 ∗ Sfinale







❋✐❣✉$❡ ✶✳✾ ✕ ❈♦♥#❡"✈❛,✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥ 2❧2♠❡♥, ❛✉ ❝♦✉"# ❞❡ #❛ ❞2❢♦"♠❛,✐♦♥✳
✷✳ ❉✐"❝$%&✐"❛&✐♦♥ ❞❡" ❢♦$♠❡" ❣%♦♠%&$✐/✉❡" ✿
▲❡# 2❧2♠❡♥,# ❝♦♠♣♦#❛♥, ✉♥ ♣♥❡✉♠❛,✐0✉❡ #♦♥, "❡♣"2#❡♥,2# #♦✉# ✉♥❡ ❢♦"♠❡ ❣2♦♠2,"✐0✉❡
♣♦❧②❣♦♥❛❧❡ ✭❋✐❣✉"❡ ✶✳✺✮✳ ❈❡# ❢♦"♠❡# ❣2♦♠2,"✐0✉❡# #♦♥, ❡♥#✉✐,❡ ❞✐#❝"2,✐#2❡# ❡♥ 2❧2♠❡♥,# ♣❛"
♣❧✉#✐❡✉"# #❡❣♠❡♥,# ✭❋✐❣✉"❡ ✶✳✶✵✮✳ ❈❡,,❡ ❞✐#❝"2,✐#❛,✐♦♥ ♣❡"♠❡, ❞✬❛♣♣❧✐0✉❡" ❧✬❤②♣♦,❤C#❡ ❞❡
❝♦♥#❡"✈❛,✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❢❛✐#❛♥, ✈❛"✐❡" ❧✬2♣❛✐##❡✉" ❞❡# ❞✐✛2"❡♥,❡# ❢♦"♠❡# ❣2♦♠2,"✐0✉❡#✳
➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
✶✹ ❋❛❜%✐❝❛(✐♦♥ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛(✐0✉❡ ❡( ▼♦❞2❧✐4❛(✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣%♦❝❡44✉4
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐,❝./0✐,❛0✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦.♠❡ ❣/♦♠/0.✐8✉❡✳
✸✳  ♦"✐$✐♦♥♥❡♠❡♥$ ❞❡" ❢♦*♠❡" ❣,♦♠,$*✐-✉❡" ❧♦*" ❞❡ ❧✬❛""❡♠❜❧❛❣❡
❆✜♥ ❞❡ ♣♦,✐0✐♦♥♥❡. ❧❡, ❢♦.♠❡, ❣/♦♠/0.✐8✉❡, ❧❡, ✉♥❡, ♣❛. .❛♣♣♦.0 ❛✉① ❛✉0.❡,✱ ✉♥❡ ❝♦✉.❜❡
❡,0 ❝.//❡ ❛♣.>, ❧✬❛❥♦✉0 ❞❡ ❝❤❛8✉❡ ❢♦.♠❡ ❣/♦♠/0.✐8✉❡ ✭❋✐❣✉.❡ ✶✳✶✶✮✳ ❈❡00❡ ❝♦✉.❜❡✱ ❛♣♣❡❧/❡
✧❝♦✉.❜❡ ,✉♣♣♦.0✧✱ ♣❛,,❡ ♣❛.0✐❡❧❧❡♠❡♥0 ♦✉ ❡♥0✐>.❡♠❡♥0 ♣❛. ❧❡, ❝♦♥0♦✉., ❞❡ ❧❛ ❢♦.♠❡ ♣./❝/✲
❞❡♠♠❡♥0 ❛❥♦✉0/❡✳ ❆✐♥,✐ ❧❛ ❢♦.♠❡ ❛❥♦✉0/❡ ♣❛. ❧❛ ,✉✐0❡ ❡,0 ♣♦,/❡ ❡♥ ❝♦♥0❛❝0 ,✉. ❝❡00❡ ❝♦✉.❜❡
♣❛. .❛♣♣♦.0 G ,❛ ♣♦,✐0✐♦♥ ❝✉.✈✐❧✐❣♥❡ ❞/✜♥✐❡ ♣./❛❧❛❜❧❡♠❡♥0✳ ❈❡❝✐ ♣❡.♠❡0 ❞✬♦❜0❡♥✐. ✉♥ ♣♦,✐✲
0✐♦♥♥❡♠❡♥0 ♣./❝✐, ❞❡ ❝❤❛8✉❡ ❢♦.♠❡ ❣/♦♠/0.✐8✉❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜0❡♥✐. ❧❡ ./❣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧♦.,
❞❡ ❧❛ ❢❛❜.✐❝❛0✐♦♥✳
▲✬✐♥0/.J0 ❞❡ ❧✬✉0✐❧✐,❛0✐♦♥ ❞❡, ❝♦✉.❜❡, ,✉♣♣♦.0 ❡,0 ❞❡ ,✐♠♣❧✐✜❡. ❧✬/0❛♣❡ ❞❡ ♣♦,✐0✐♦♥♥❡♥0 ❞❡,
❢♦.♠❡, ❣/♦♠/0.✐8✉❡, ❧❡, ✉♥❡, ♣❛. .❛♣♣♦.0 ❛✉① ❛✉0.❡,✱ ❡♥ ✉♥ ♣♦,✐0✐♦♥♥❡♠❡♥0 ❞✬✉♥❡ ❢♦.♠❡ ,✉.
✉♥❡ ❝♦✉.❜❡✳ ❈❡00❡ ,✐♠♣❧✐✜❝❛0✐♦♥ ♣❡.♠❡0 ❛✐♥,✐ ❞✬♦❜0❡♥✐. ✉♥❡ ♠♦❞/❧✐,❛0✐♦♥ ❡♥ 0❡♠♣, ./❡❧ ❡♥
❈❆❖✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉.❜❡ ✧,✉♣♣♦.0✧✳
✹✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞,❢♦*♠❛$✐♦♥ ❞❡" ❢♦*♠❡" ❣,♦♠,$*✐-✉❡"
▲❛ ♠♦❞/❧✐,❛0✐♦♥ ▼✐❝❤❡❧✐♥ ❡,0 ❣/♦♠/0.✐8✉❡ ❡0 ✉0✐❧✐,❡ ❞❡, ♦✉0✐❧, ❣/♦♠/0.✐8✉❡, 0❡❧, 8✉❡
❞❡, ❝♦✉.❜❡, ,✉♣♣♦.0 ♣./,❡♥0/❡, ♣./❝/❞❡♠♠❡♥0✳ N❛. ❝♦♥0.❡ ❡❧❧❡ ♥❡ .❡♣./,❡♥0❡ 8✉❡ ❧❡, /0❛♣❡,
✐♥✐0✐❛❧❡ ❡0 ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞/❢♦.♠❛0✐♦♥ ❞❡, ❢♦.♠❡, ❣/♦♠/0.✐8✉❡,✳ ❆✐♥,✐ ❧❡, ./,✉❧0❛0, ❞❡ ❧❛ ❞/❢♦.♠❛✲
0✐♦♥ ,♦♥0 ❝❛❧❝✉❧/, ❡♥ 0❡♠♣, ./❡❧ ✭0❡♠♣, ✐♥❢/.✐❡✉. G ✸✵ ,❡❝♦♥❞❡,✮ ♣♦✉. ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, /0❛♣❡,
❞✉ ♣.♦❝/❞/ ❞❡ ❢❛❜.✐❝❛0✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥0✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡.♠❡0 ♣❛, G ❧✬✉0✐❧✐,❛0❡✉. ❞❡ ❝♦♠♣.❡♥❞.❡ ❧❡,
♣❤/♥♦♠>♥❡, ❛♣♣❛.❛✐,,❛♥0 ❡♥0.❡ ❧❡, ❞❡✉① /0❛♣❡,✳
▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡, ❤②♣♦0❤>,❡, ♣❡.♠❡0 ❞❡ ♠♦❞/❧✐,❡. ❣/♦♠/0.✐8✉❡♠❡♥0 ❧❛ ❢❛❜.✐❝❛0✐♦♥ ❞✬✉♥
♣♥❡✉♠❛0✐8✉❡ ❡♥ ♠♦✐♥, ❞✬✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ,❡❝♦♥❞❡,✱ ❝❡ 8✉✐ ❝♦..❡,♣♦♥❞ G ✉♥❡ ♠♦❞/❧✐,❛0✐♦♥
❞✐0❡ ❡♥ 0❡♠♣, ./❡❧✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ❝❡❧❛ ♣❡.♠❡0 ❞✬♦❜0❡♥✐. ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥0 ❞❡, ♣.♦❞✉✐0, ,✉. ❧✬♦✉0✐❧❧❛❣❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣./❝✐,✐♦♥ ❞✐♠❡♥,✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ 10−3mm 8✉✐ ❝♦..❡,♣♦♥❞ G ❧❛ ♣./❝✐,✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞/❡ ♣❛.
❧❡, ✉0✐❧✐,❛0❡✉.,✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥0✱ ❧❛ ♥❛0✉.❡ ❣/♦♠/0.✐8✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞/❧✐,❛0✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐0 G ❞❡, ❧✐♠✐0❡,
❞❛♥, ❧❛ .❡♣./,❡♥0❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞/❢♦.♠❛0✐♦♥ ❞❡, ❢♦.♠❡, ❣/♦♠/0.✐8✉❡, ♣./,❡♥0/❡, ❝✐✲❛♣.>,✳




✶✽ ❋❛❜%✐❝❛(✐♦♥ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛(✐0✉❡ ❡( ▼♦❞2❧✐4❛(✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣%♦❝❡44✉4
❆✜♥ ❞❡ %&♣♦♥❞%❡ ) ❝❡++❡ ♣%♦❜❧&♠❛+✐1✉❡✱ ❞❡✉① ♣%✐♥❝✐♣❛✉① ❛①❡5 ❞❡ %❡❝❤❡%❝❤❡ 5♦♥+ &+❛❜❧✐5 ✿
❆①❡ ✶ ✲ ▲❛ ♠♦❞*❧✐-❛.✐♦♥ ❣*♦♠*.1✐2✉❡ ❞✉ ♣1♦❝*❞* ❞❡ ❢❛❜1✐❝❛.✐♦♥ ✿
▲❡ ♣%♦❝&❞& ❞❡ ❢❛❜%✐❝❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛+✐1✉❡ 5✬❛♣♣✉✐❡ 5✉% ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥+ ❞✬✉♥ ♦✉+✐❧❧❛❣❡
5✉% ❧❡1✉❡❧ ❡5+ ❛55❡♠❜❧& ✉♥ ❡♥5❡♠❜❧❡ ❞✬&❧&♠❡♥+5 ❞❡ ❞✐✛&%❡♥+5 ♠❛+&%✐❛✉① ❝♦♠♣♦5&5 ❞❡ ❝❛♦✉✲
+❝❤♦✉❝✱ ❛❝✐❡% ❡+ +❡①+✐❧❡5✳ ▲❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬♦✉+✐❧❧❛❣❡ ❡5+ ♠♦❞&❧✐5& ❛✉❥♦✉%❞✬❤✉✐ ❡♥ +%♦✐5 &+❛♣❡5
❞❡ ❧❛ ❢❛❜%✐❝❛+✐♦♥✱ ❧✬♦❜❥❡❝+✐❢ ❡5+ ❞❡ 5&1✉❡♥❝❡% ♣❧✉5 ✜♥❡♠❡♥+ ❧❛ ❞&❢♦%♠❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉+✐❧❧❛❣❡ ❛✜♥
❞❡ ❞♦♥♥❡% ♣❧✉5 ❞❡ ❝♦♥+%A❧❡ ) ❧✬✐♥❣&♥✐❡✉% ❝❤❛%❣& ❞❡ ❧✬✐♥❞✉5+%✐❛❧✐5❛+✐♦♥ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛+✐1✉❡✳ ❊♥
❡✛❡+✱ ❧❛ 5♦❧✉+✐♦♥ ❞&✈❡❧♦♣♣&❡ ❧✉✐ 5❡%❛ ✉+✐❧❡ ♣♦✉% ❝♦♠♣%❡♥❞%❡ ❧❛ ❞&❢♦%♠❛+✐♦♥ ❞❡5 ❢♦%♠❡5 ❣&♦✲
♠&+%✐1✉❡5 ❛✉ 5❡✐♥ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛+✐1✉❡ +♦✉+ ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ♣%♦❝&❞& ❞❡ ❢❛❜%✐❝❛+✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❞&✜♥✐% ♣❧✉5
♣%&❝✐5&♠❡♥+ ❧❛ ❣&♦♠&+%✐❡ ✐♥✐+✐❛❧❡ ❡+ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥+ 5✉% ❧✬♦✉+✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛1✉❡ ❢♦%♠❡ ❣&♦♠&✲
+%✐1✉❡✳ D♦✉% ❛++❡✐♥❞%❡ ❝❡+ ♦❜❥❡❝+✐❢✱ ❧❛ ❞&❢♦%♠❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉+✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❢❛❜%✐❝❛+✐♦♥ ❡5+ ♠♦❞&❧✐5&❡
5♦✉5 ❧❛ ❢♦%♠❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞E❧❡ ❣&♦♠&+%✐1✉❡ ❞✉ ♣%♦❝&❞& ❞❡ ❢❛❜%✐❝❛+✐♦♥ 1✉✐ 5❡ ❞&❢♦%♠❡ ❡♥ %❡5♣❡❝✲
+❛♥+ ♣❧✉5✐❡✉%5 ❝♦♥+%❛✐♥+❡5 ♣❤②5✐1✉❡5 +❡❧❧❡5 1✉❡ ❧❡5 ❝❛%❛❝+&%✐5+✐1✉❡5 ♠❛+&%✐❛✉① ❞❡5 ❞✐✛&%❡♥+❡5
❢♦%♠❡5 ❣&♦♠&+%✐1✉❡5 ❡+ ❡♥ ♣%❡♥❛♥+ ❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❞❡5 ❝♦♥❞✐+✐♦♥5 ❧✐♠✐+❡5 ♣❧✉5 %&❛❧✐5+❡5 1✉❡ ❧❡
♠♦❞E❧❡ ▼✐❝❤❡❧✐♥✳
❆①❡ ✷ ✲ ▲✬*.✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞*❢♦1♠❛.✐♦♥ ❞❡- *❧*♠❡♥.- ❝♦♥-.✐.✉❛♥. ✉♥ ♣♥❡✉♠❛.✐2✉❡ ✿
❉✉%❛♥+ ❧❡ ♣%♦❝&❞& ❞❡ ❢❛❜%✐❝❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛+✐1✉❡✱ ❞❡5 &❧&♠❡♥+5 ❞❡ ❢♦%♠❡5 ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡5
❞✐✛&%❡♥+❡5 ❡+ ❝❛%❛❝+&%✐5&5 ♣❛% ❞❡5 ♠❛+&%✐❛✉① ❞✐✛&%❡♥+5 5♦♥+ ❛55❡♠❜❧&5 5✉% ✉♥ ♦✉+✐❧❧❛❣❡✳ ■❧5
5♦♥+ ❡♥5✉✐+❡ ❞&❢♦%♠&5 ❞❡ ❧✬&+❛♣❡ ✐♥✐+✐❛❧❡ ) ❧✬&+❛♣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♣%♦❝&❞& ❞❡ ❢❛❜%✐❝❛+✐♦♥ ❥✉51✉✬)
♦❜+❡♥✐% ❧❛ ❢♦%♠❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛+✐1✉❡ ❛✈❛♥+ ❝✉✐55♦♥✳ ❈❡5 &+❛♣❡5 ❞✬❛55❡♠❜❧❛❣❡ ❡+ ❞❡ ❞&✲
❢♦%♠❛+✐♦♥ 5♦♥+ ♠♦❞&❧✐5&❡5 ❡♥ ✷❉ ❝❛% 5❡✉❧❡ ❧❛ %❡♣%&5❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 5❡❝+✐♦♥ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛+✐1✉❡
❡5+ ✉+✐❧❡ ❞❛♥5 ❝❡++❡ &+✉❞❡✳ ▲❡5 ❞✐✣❝✉❧+&5 ❞❡ ❝❡++❡ ♠♦❞&❧✐5❛+✐♦♥ %&5✐❞❡♥+ ❞❛♥5 ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥+
❞❡5 ❞✐✛&%❡♥+5 &❧&♠❡♥+5 ❧❡5 ✉♥5 ♣❛% %❛♣♣♦%+ ❛✉① ❛✉+%❡5 ❧♦%5 ❞❡ ❧✬❛55❡♠❜❧❛❣❡ ❡+ ❞❛♥5 ❧❛ ♣%✐5❡
❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❞❡5 ✐♥+❡%❛❝+✐♦♥5 ❡♥+%❡ ❝❤❛1✉❡ &❧&♠❡♥+ ❧♦%5 ❞❡ ❧❛ ❞&❢♦%♠❛+✐♦♥ ❞❡ ❝❡+ ❡♥5❡♠❜❧❡
❞✬&❧&♠❡♥+5✳ ❉❡ ♣❧✉5✱ ❝❡++❡ ♠♦❞&❧✐5❛+✐♦♥ ❞♦✐+ M+%❡ %&❛❧✐5+❡ ❡+ ❝❛❧❝✉❧&❡ ❡♥ +❡♠♣5 %&❡❧ ❛✜♥ ❞❡
♣❡%♠❡++%❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡% ❧❡ +❡♠♣5 ❞❡ ❧❛ ♣❤❛5❡ ❞❡ ❞&✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥+ ❡+ ♥♦+❛♠♠❡♥+ ❞✬✐♥❞✉5+%✐❛✲
❧✐5❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛+✐1✉❡✳ ❈✬❡5+ ♣♦✉%1✉♦✐✱ ✉♥ ♠♦❞E❧❡ ♠&❝❛♥✐1✉❡ ❞❡ ❞&❢♦%♠❛+✐♦♥ %❛♣✐❞❡
❡5+ ♥&❝❡55❛✐%❡ ♣♦✉% %❡♣%&5❡♥+❡% ❧✬❛55❡♠❜❧❛❣❡ ❡+ ❧❛ ❞&❢♦%♠❛+✐♦♥ ❞❡5 &❧&♠❡♥+5 ❝♦♥5+✐+✉❛♥+ ✉♥
♣♥❡✉♠❛+✐1✉❡✳
✸✳✷ #$♦❜❧(♠❛+✐-✉❡ 0❝✐❡♥+✐✜-✉❡
▲❛ ♠♦❞&❧✐5❛+✐♦♥ ❞✉ ♣%♦❝&❞& ❞❡ ❢❛❜%✐❝❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛+✐1✉❡ ♥&❝❡55✐+❡ ❧❛ ❝❛%❛❝+&%✐5❛+✐♦♥
❞❡5 ✐♥+❡%❢❛❝❡5 ♣❛% ❞❡5 ❝♦♥❞✐+✐♦♥5 ❧✐♠✐+❡5 %❡♣%&5❡♥+❛+✐✈❡5✳ ❉❡ ♣❧✉5✱ ❧❡5 ❝♦♥+%❛✐♥+❡5 ✐♥❞✉5+%✐❡❧❧❡5
✐♠♣♦5❡♥+ ✉♥❡ ♠♦❞&❧✐5❛+✐♦♥ ❞❡5 ❞&❢♦%♠❛+✐♦♥5 ❡♥ +❡♠♣5 %&❡❧✳ ▲❛ ♣%♦❜❧&♠❛+✐1✉❡ 5❝✐❡♥+✐✜1✉❡
❡5+ ❞&✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛N♦♥ 5✉✐✈❛♥+❡ ✿
➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
mm
mm
✷✵ ❋❛❜%✐❝❛(✐♦♥ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛(✐0✉❡ ❡( ▼♦❞2❧✐4❛(✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣%♦❝❡44✉4
✹ ❈♦♥$%✐❜✉$✐♦♥) )❝✐❡♥$✐✜-✉❡)
❉✬❛♣$%& ❧❛ ❞)✜♥✐-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣$♦❜❧)♠❛-✐2✉❡ &❝✐❡♥-✐✜2✉❡✱ ❞❡✉① ❛①❡& ❞❡ $❡❝❤❡$❝❤❡ &♦♥- 8
)-✉❞✐❡$ ❞❛♥& ❝❡& -$❛✈❛✉① ❛✜♥ ❞❡ $)♣♦♥❞$❡ ❛✉ &✉❥❡- 2✉✐ ♣♦$-❡ &✉$ ❧✬)✈♦❧✉-✐♦♥ ❞❡& ♦✉-✐❧& ❞❡
&✐♠✉❧❛-✐♦♥ $❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣$♦❝)❞) ❞❡ ❢❛❜$✐❝❛-✐♦♥ ❞❡& ♣♥❡✉♠❛-✐2✉❡&✳
▲❡ ♣$❡♠✐❡$ ❝♦♥❝❡$♥❡ ❧❛ ❝♦♥&-$✉❝-✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞%❧❡ ❣)♦♠)-$✐2✉❡ ❛✜♥ ❞❡ $❡♣$)&❡♥-❡$ ❧❡ ❣♦♥✲
✢❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬♦✉-✐❧❧❛❣❡ ✉-✐❧✐&) ♣♦✉$ ❢❛❜$✐2✉❡$ ✉♥ ♣♥❡✉♠❛-✐2✉❡✳ A❛$ &②♠)-$✐❡ ❞❡ ❧✬♦✉-✐❧❧❛❣❡
❝②❧✐♥❞$✐2✉❡✱ &❡✉❧❡ ✉♥❡ &❡❝-✐♦♥ ♣❡✉- C-$❡ ♠♦❞)❧✐&)❡✳ ❆✐♥&✐ ❝❡❝✐ $❡✈✐❡♥- 8 ♠♦❞)❧✐&❡$ ❧❛ ❞)❢♦$✲
♠❛-✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❧ ♣❛$ ✉♥❡ ❝♦✉$❜❡ ❬❈❛&✐❡③✱ ✷✵✵✶❪✳ ▲❡ ❞)✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥- ❞✉ ♠♦❞%❧❡ ❣)♦♠)-$✐2✉❡ ❡&-
❜❛&) &✉$ ❝❡ -②♣❡ ❞❡ ♠♦❞)❧✐&❛-✐♦♥ ♠❛✐& ❝♦♥-$❛✐$❡♠❡♥- 8 ✉♥ ✜❧✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥- ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❞✬✉♥❡
♠❡♠❜$❛♥❡ ♥❡ ♣❡✉- ♣❛& C-$❡ ♠❡&✉$) ♣❤②&✐2✉❡♠❡♥- ♣♦✉$ ❞❡& $❛✐&♦♥& -❡❝❤♥✐2✉❡&✳ ❉❡ ♣❧✉&✱
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❈❡ ♠♦❞4❧❡ ❣/♦♠/#'✐D✉❡ ♣❡'♠❡##❡♥# ❞❡ ❝❛'❛❝#/'✐ ❡' ❧❡ ♣'♦♣'✐/#/ ♠/❝❛♥✐D✉❡ ❞❡ #✐ ✲
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D✉❛#'❡ /♥❡'❣✐❡ ✿ ❧✬/♥❡'❣✐❡ ❞❡ #'❛❝#✐♦♥✴'/♣✉❧ ✐♦♥ ❡♥#'❡ ❞❡✉① ♣❛'#✐❝✉❧❡ ✱ ❧✬/♥❡'❣✐❡ ❞❡ '/ ✐ #❛♥❝❡
❛✉ ❝✐ ❛✐❧❧❡♠❡♥#✱ ❧✬/♥❡'❣✐❡ ❞❡ '/ ✐ #❛♥❝❡ 8 ❧❛ ✢❡①✐♦♥ ❡# ❧✬/♥❡'❣✐❡ ❞✉❡ 8 ❧❛ ❣'❛✈✐#/✱  ❡✉❧❡ ❢♦'❝❡
❡①#/'✐❡✉'❡ ✐♥#❡'✈❡♥❛♥# ❞❛♥ ❝❡ ♠♦❞4❧❡ ♣❤② ✐D✉❡✳
❘❡❛❧❢ ♣'♦♣♦ ❡ ✉♥ ♠♦❞4❧❡ ♦_ ❧❡ ♣'♦♣'✐/#/ ♣❤② ✐D✉❡ ❞❡ ✜❧ ❡# ❧❡✉' ❣/♦♠/#'✐❡ ❝♦♥ #✐✲
#✉❡♥# ❧❡ ♣❛'❛♠4#'❡ ❞✬❡♥#'/❡ ❞✉ ♠♦❞4❧❡ ❬❘❡❛❧❢✱ ✶✾✾✹❪❬❘❡❛❧❢ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪✳ ❈❡ ♣'♦♣'✐/#/ 
♣❤② ✐D✉❡  ♦♥# ❧❡ ❝♦♠♣♦'#❡♠❡♥# ❡♥ ✢❡①✐♦♥✱ ❡♥ /❝'❛ ❡♠❡♥#✱ ❡♥ #'❛❝#✐♦♥ ❡# ❞❡ ❝♦♥ ♦❧✐❞❛#✐♦♥✳
❈❡ ♠♦❞4❧❡ ❞❡ #'❛❝#✐♦♥ ✉♥✐✲❛①✐❛❧❡  ✬❛♣♣✉✐❡  ✉' ❧❡ ♠♦❞4❧❡ ❣/♦♠/#'✐D✉❡ ❡#  ✉' ❧❛ ♠❡ ✉'❡ ❞❡ 
❝❛'❛❝#/'✐ #✐D✉❡ ♣❤② ✐D✉❡ ❞✉ #✐  ✉ /#✉❞✐/✳

























❊!✉❞❡ !❤&♦(✐*✉❡ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥! ❞❡ ❧✬♦✉!✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❢❛❜(✐❝❛!✐♦♥ ✷✾
❞❡ ❧✬❛%& ♣%(❝(❞❡♥&✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❡& ❧❛ ♠❛22❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜%❛♥❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥& ♣❛2 6&%❡
❞(&❡%♠✐♥(2 ❞❛♥2 ❧✬(&✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜%❛♥❡ ❞✬♦✉&✐❧❧❛❣❡✳ ❖%✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡2 %(❢(%❡♥❝❡2 &%♦✉✈(❡2
♥✬(&✉❞✐❡ ❧❛ ❞(❢♦%♠❛&✐♦♥ ❞❡ ❝❡ &②♣❡ ❞❡ ♠❡♠❜%❛♥❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❞(✈❡❧♦♣♣❡% ✉♥ ♠♦❞=❧❡ &❤(♦%✐>✉❡
❞❡ ❞(❢♦%♠❛&✐♦♥ ❡2& ❢❛✐& 2✉% ❧❛ ❜❛2❡ ❞✬❤②♣♦&❤=2❡2 ♣♦%&❛♥& 2✉% ❧❡2 ❝❛%❛❝&(%✐2&✐>✉❡2 ♠(❝❛♥✐>✉❡2
❡& ❣(♦♠(&%✐>✉❡2✳
❉❡ ♣❧✉2✱ ✉♥❡ ♠❡♠❜%❛♥❡ ❞✬♦✉&✐❧❧❛❣❡ ❡2& ✉♥ ♦❜❥❡& ❞(❢♦%♠❛❜❧❡ ✐♥❡①&❡♥2✐❜❧❡ ❞♦♥& ❧❛ ❢♦%♠❡
❞(♣❡♥❞ ❞❡ 2♦♥ (&❛& ❞❡ ❝♦♥&%❛✐♥&❡2✳ ❯♥❡ ❢♦%♠❡ ✉♥✐>✉❡ ❞❡ ♠❡♠❜%❛♥❡ ❡①✐2&❡ ♣♦✉% ✉♥ ❝❤❛%❣❡✲
♠❡♥& ❞♦♥♥(✱ ❝❡&&❡ ❢♦%♠❡ ❡2& ❛♣♣❡❧(❡ ❝♦✉%❜❡ ❣✉✐❞❡ ❞❛♥2 ♥♦&%❡ (&✉❞❡✳ ▲❛ ❝♦✉%❜❡ ❣✉✐❞❡ ❡2&
❝❛❧❝✉❧(❡ ❡& &%❛❝(❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞(❝%✐%❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦%&❡♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜%❛♥❡ ❞❡ ❧✬♦✉&✐❧❧❛❣❡ ✉&✐❧✐2( ❧♦%2
❞❡ ❧❛ ❢❛❜%✐❝❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛&✐>✉❡ E &♦✉& ✐♥2&❛♥& ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥& ✭❈❤❛♣✐&%❡ ✶✮✳
▲♦%2 ❞✉ ♣%♦❝(❞( ❞❡ ❢❛❜%✐❝❛&✐♦♥✱ ❧❛ ♠❡♠❜%❛♥❡ ❞✬✉♥ ♦✉&✐❧❧❛❣❡ ♥❡ 2✉❜✐& >✉❡ ❧✬❡✛❡& ❞❡ ❧❛
♣%❡22✐♦♥ ❛♣♣❧✐>✉(❡ ❡♥&%❡ ❧✬(&❛♣❡ ✐♥✐&✐❛❧❡ ❡& ❧✬(&❛♣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♣%♦❝(❞( ❞❡ ❢❛❜%✐❝❛&✐♦♥ ✭❋✐❣✉%❡
✷✳✷✮✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐&✱ ❧❡2 ❤②♣♦&❤=2❡2 2✉✐✈❛♥&❡2 2♦♥& ♣%✐2❡2 ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❞❛♥2 ❧✬(&✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞(❢♦%♠❛&✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜%❛♥❡ ❞✬✉♥ ♦✉&✐❧❧❛❣❡ ✿
✕ ▲❡2 ❝♦♥&%❛✐♥&❡2 ❞❡ ✢❡①✐♦♥2 2♦♥& ♥✉❧❧❡2 ❀
✕ ▲❛ ♥♦%♠❛❧❡ E ❧❛ 2✉%❢❛❝❡ ♠(❞✐❛♥❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜%❛♥❡ %❡2&❡ ♥♦%♠❛❧❡ ❞✉%❛♥& ❧❛ ❞(❢♦%♠❛&✐♦♥
❝❡ >✉✐ ✐♠♣❧✐>✉❡ >✉❡ ❧❡2 ❝♦♥&%❛✐♥&❡2 ❞❡ ❝✐2❛✐❧❧❡♠❡♥& 2♦♥& ♥✉❧❧❡2 (❣❛❧❡♠❡♥& ❀
✕ ▲❛ ♠❡♠❜%❛♥❡ ❡2& ✐♥❡①&❡♥2✐❜❧❡ ❀
✕ ▲❛ ♠❡♠❜%❛♥❡ ❡2& ❝♦♥2✐❞(%(❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✜❧ ❞✬(♣❛✐22❡✉% ♥✉❧❧❡✳
❈❡2 ❤②♣♦&❤=2❡2 ♣❡%♠❡&&❡♥& ❞❡ ❝♦♥2✐❞(%❡% ❧✬(♣❛✐22❡✉% ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜%❛♥❡ ♥✉❧❧❡✳ ❆✐♥2✐ 2❡✉❧❡2
❧❡2 ❝♦♥&%❛✐♥&❡2 ❞❡ &%❛❝&✐♦♥✴❝♦♠♣%❡22✐♦♥ 2♦♥& ❧❡2 ✐♥❝♦♥♥✉❡2 ❧♦%2 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞(❢♦%♠❛&✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❣✉✐❞❡✳
▲❛ ♠❡♠❜%❛♥❡ (&✉❞✐(❡ ❡2& ✉♥ ♦❜❥❡& ❞❡ %(✈♦❧✉&✐♦♥ ❛①✐2②♠(&%✐>✉❡✱ ❝❡ >✉✐ ♣❡%♠❡& ❞❡ %(❛❧✐✲
2❡% ❧✬(&✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞(❢♦%♠❛&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞❡♠✐✲❝♦✉%❜❡ ❣✉✐❞❡ ✭❋✐❣✉%❡ ✷✳✻❛✮✳ ❉❛♥2 ❧❛ 2✉✐&❡ ❞❡ ❝❡2
&%❛✈❛✉①✱ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❛♥2 ❧❡>✉❡❧ ❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❡2& ✐♥2❝%✐&❡✱ ❛✐♥2✐ >✉❡ &♦✉2 ❧❡2 ♣❧❛♥2 >✉✐ ❝♦♥&✐❡♥♥❡♥&
❧✬❛①❡ ❞❡ %(✈♦❧✉&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜%❛♥❡✱ 2♦♥& ❛♣♣❡❧(2 ♣❧❛♥2 ♠(%✐❞✐❡♥2✳
▲✬(&✉❞❡ &❤(♦%✐>✉❡ ❞(✈❡❧♦♣♣(❡ ❞❛♥2 ❧❛ 2❡❝&✐♦♥ 2✉✐✈❛♥&❡ ❛ ♣♦✉% ❜✉& ❞✬(&❛❜❧✐% ❧❡2 (>✉❛&✐♦♥2
%❡❧❛&✐✈❡2 ❛✉① ❝♦♥&%❛✐♥&❡2 ❣(♥(%(❡2 ❞❛♥2 ❧❛ ♠❡♠❜%❛♥❡ ❡♥ %(❛❝&✐♦♥ E ❧❛ ♣%❡22✐♦♥ ❛♣♣❧✐>✉(❡✳
❈❡2 (>✉❛&✐♦♥2 ♣❡%♠❡&&❡♥& ❞❡ &%❛❝❡% ❧❡2 ❝♦✉%❜❡2 ❞(❝%✐✈❛♥& ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜%❛♥❡ ❞❡
❧✬♦✉&✐❧❧❛❣❡ ❡♥&%❡ ❧✬(&❛& ✐♥✐&✐❛❧ ❡& ❧✬(&❛& ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢❛❜%✐❝❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛&✐>✉❡✳
❉❛♥2 ❝❡&&❡ (&✉❞❡ &❤(♦%✐>✉❡✱ ❝❤❛>✉❡ ♣♦✐♥& ▼ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❡2& ❞(✜♥✐ ❡& %❡♣(%( ♣❛% ❞❡2
♣❛%❛♠=&%❡2 ❣(♦♠(&%✐>✉❡2 ✭❋✐❣✉%❡ ✷✳✼✮ ✿
✕ ▲❛ ❞✐2&❛♥❝❡ r >✉✐ ❝♦%%❡2♣♦♥❞ E ❧❛ ❞✐2&❛♥❝❡ ❡♥&%❡ ❧❡ ♣♦✐♥& ▼ ❡& ❧✬❛①❡ ❞❡ %(✈♦❧✉&✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❡& ♣❛% 2♦♥ ❛❜2❝✐22❡ YM ❀
✕ ▲✬❛♥❣❧❡ φ >✉✐ ❝♦%%❡2♣♦♥❞ E ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥&%❡ ❧❛ &❛♥❣❡♥&❡ ❞✉ ♣%♦✜❧ ❡& ❧✬❤♦%✐③♦♥&❛❧❡ ❀
✕ ▲❛ ❞✐2&❛♥❝❡ R >✉✐ ❝♦%%❡2♣♦♥❞ ❛✉ %❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉%❜✉%❡ ❝✐%❝♦♥❢(%❡♥&✐❡❧✳ ❈❡&&❡ ❞✐2&❛♥❝❡ ❡2&
(❣❛❧❡ E ❧❛ ❞✐2&❛♥❝❡ ❡♥&%❡ ❧❡2 ♣♦✐♥&2 ▼ ❡& ❏ ❡& ❡2& ♦❜&❡♥✉❡ ❡♥ &%❛W❛♥& ❧❛ ♥♦%♠❛❧❡ ❡♥ ❝❡
♣♦✐♥& M >✉✐ ❝♦✉♣❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ %(✈♦❧✉&✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥& ❏ ✭❋✐❣✉%❡ ✷✳✼❜✮✳
✕ ▲❛ ❞✐2&❛♥❝❡ ρ >✉✐ ❝♦%%❡2♣♦♥❞ ❛✉ %❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉%❜✉%❡ ♠(%✐❞✐❡♥✳











Fnormales = −(Nφ −
dNφ
dφ








dφ2dθdr− Nθdθsin(φ)ρdφ+ pρdφrdθ = 0
dφ dθ














✸✷ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ❣%♦♠%*.✐/✉❡ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬♦✉*✐❧❧❛❣❡
▲❛ "❡❧❛%✐♦♥ ✷✳✶ %"❛❞✉✐% ❧✬/0✉✐❧✐❜"❡ ❞❡2 ❡✛♦"%2 2✉" ✉♥❡ ♣♦"%✐♦♥ ❞❡ ♠❡♠❜"❛♥❡ ❡% ♠♦♥%"❡ ❧❡
❧✐❡♥ ❡♥%"❡ ✿
✕ ❧❡2 ❝♦♥%"❛✐♥%❡2 ❝✐"❝♦♥❢/"❡♥%✐❡❧❧❡ ❡% ♠/"✐❞✐❡♥♥❡ ❛✉ 2❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜"❛♥❡ ❀
✕ ❧❛ ❣/♦♠/%"✐❡ < %"❛✈❡"2 ❧❡2 "❛②♦♥2 ❞❡ ❝♦✉"❜✉"❡ ❝✐"❝♦♥❢/"❡♥%✐❡❧ ❡% ♠/"✐❞✐❡♥ ❀
✕ ❧❛ ♣"❡22✐♦♥ ❛♣♣❧✐0✉/❡ < ❧❛ ♠❡♠❜"❛♥❡✳
❉❛♥2 ✉♥ 2❡❝♦♥❞ %❡♠♣2✱ ❧❛ 2♦♠♠❡ ❞❡2 ❢♦"❝❡2 %❛♥❣❡♥%✐❡❧❧❡2 2✉" ✉♥ /❧/♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜"❛♥❡
❡2% "/❛❧✐2/❡ ✿
∑






dφ)dθ − Nθdθcos(φ)ρdφ = 0
❊♥ ❞/✈❡❧♦♣♣❛♥% ❡% ❡♥ ❢❛✐2❛♥% ❧✬❤②♣♦%❤C2❡ ❞❡2 ❛♥❣❧❡2 ♣❡%✐%2 cos(dφ) = 1 ✿











dφ2dθ − Nθρcos(φ)dφdθ = 0












❉❡ ♣❧✉2✱ ❧❡2 "❡❧❛%✐♦♥2 ❣/♦♠/%"✐0✉❡2 ρdφ = ds ❡! cos(φ)ds = dr ❞♦♥♥❡♥! ρcos(φ)dφ = dr





❈❡!!❡ *❡❧❛!✐♦♥ ♣❡*♠❡! ❞✬♦❜!❡♥✐* ❧❛ ❞❡✉①✐=♠❡ *❡❧❛!✐♦♥ 7✉✐ ❧✐❡ ❧❡4 ❝♦♥!*❛✐♥!❡4 ❝✐*❝♦♥❢6*❡♥✲































































✸✹ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ❣%♦♠%*.✐/✉❡ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬♦✉*✐❧❧❛❣❡
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✵ ✕ ❊①♣(❡**✐♦♥ ❞✉ (❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉(❜✉(❡ ❡♥ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞❡ x ❡5 r✳
❉❡ ❧❛ ♠9♠❡ ♠❛♥✐:(❡✱ ❧❡ (❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉(❜✉(❡ ❝✐(❝♦♥❢<(❡♥5✐❡❧ R ❡*5 ❞<✜♥✐ ❡♥ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞❡ x
❡5 r ❡♥ *❛❝❤❛♥5 ?✉❡ r = Rsin(φ) ❡5 sin(φ)ds = dx✳ ❉✬♦A ✿
















▲❡* ❞❡✉① <?✉❛5✐♦♥* ❞✬<?✉✐❧✐❜(❡ ✷✳✶ ❡5 ✷✳✷ ♣❡(♠❡55❡♥5 ❞✬❡①♣(✐♠❡( ❧❛ 5❡♥*✐♦♥ ♠<(✐❞✐❡♥♥❡









▲❛ (❡❧❛5✐♦♥ ♣(<❝<❞❡♥5❡ ❡5 ❧❡* (❡❧❛5✐♦♥* ❣<♦♠<5(✐?✉❡* dr = ρcos(φ)dφ ❡5 r = Rsin(φ)











❊♥ ♠✉❧5✐♣❧✐❛♥5 ♣❛( dr ✿
rNφcos(φ)dφ+ d(rNφ)sinφ = prdr
d(rNφsinφ) = prdr









➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
❊!✉❞❡ !❤&♦(✐*✉❡ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥! ❞❡ ❧✬♦✉!✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❢❛❜(✐❝❛!✐♦♥ ✸✺





❉❡ ♣❧✉# ❧❛ &❡❧❛(✐♦♥ ✷✳✷ ❞♦♥♥❡ ❧❛ (❡♥#✐♦♥ ❝✐&❝♦♥❢8&❡♥(✐❡❧❧❡ Nθ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (❡♥#✐♦♥








































❉✬❛♣&B# ❧❡# &❡❧❛(✐♦♥# 8(❛❜❧✐❡# ♣&8❝8❞❡♠♠❡♥( ✭❊?✉❛(✐♦♥# ✷✳✺ ❡( ✷✳✼✮✱ ❧❡# (❡♥#✐♦♥# ♠8&✐✲
❞✐❡♥♥❡ Nθ ❡( ❝✐&❝♦♥❢8&❡♥(✐❡❧❧❡ Nφ ❞8♣❡♥❞❡♥( ✉♥✐?✉❡♠❡♥( ❞❡# ❝❛&❛❝(8&✐#(✐?✉❡# ❣8♦♠8(&✐?✉❡#
❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜&❛♥❡ ❡( ❞❡ ❧❛ ♣&❡##✐♦♥ p✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ #✐ ♣♦✉& (♦✉(❡# ✈❛❧❡✉&# ❞❡ &✱ ❧❡# ♣❛&❛♠B(&❡# RE✱
cos(φ(r)) ❡( ρ(r) #♦♥( ❝♦♥♥✉# ❛❧♦&# ❧❡# (❡♥#✐♦♥# Nθ ❡( Nφ ❧❡ #♦♥( 8❣❛❧❡♠❡♥( ❡♥ (♦✉( ♣♦✐♥( ❞❡
❧❛ ❝♦✉&❜❡ ❣✉✐❞❡✳
✸✳✸ ❘❛♣♣♦&' ❞❡* '❡♥*✐♦♥* ❚
E♦✉& ❧❛ #✉✐(❡ ❞❡ ❧✬8(✉❞❡✱ ❧❡ &❛♣♣♦&( ❞❡# (❡♥#✐♦♥# ♠8&✐❞✐❡♥♥❡ ❡( ❝✐&❝♦♥❢8&❡♥(✐❡❧❧❡ ❚ ❡#(





❈❡ &❛♣♣♦&( ❚ ✈❛&✐❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ♣&♦✜❧ 8(✉❞✐8 ❡( ❞8♣❡♥❞ ❞❡ #❛ ♣♦#✐(✐♦♥ ❝✉&✈✐❧✐❣♥❡ s #✉& ❧❡
♣&♦✜❧ ♣❛& ❞8✜♥✐(✐♦♥ I ♣❛&(✐& ❞❡ ❧❛ &❡❧❛(✐♦♥ ✷✳✷✳

















❊♥ ❝♦♥#✐❞8&❛♥( ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♣❛&(✐❝✉❧✐B&❡ r = RS✱ ❧❛ &❡❧❛(✐♦♥ ♣&8❝8❞❡♥(❡ ❞❡✈✐❡♥( ✿







➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
✸✻ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ❣%♦♠%*.✐/✉❡ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬♦✉*✐❧❧❛❣❡






























❆ ♣❛'(✐' ❞❡% '❡❧❛(✐♦♥% <(❛❜❧✐❡% ♣'<❝<❞❡♠♠❡♥( ✭❊?✉❛(✐♦♥ ✷✳✶✵ ❡( ✷✳✶✶✮✱ ❝❡❧❧❡% ❢❛✐%❛♥( ✐♥✲
(❡'✈❡♥✐' ❧✬❛♥❣❧❡ φ ❡( ❧❡ '❛②♦♥ ρ %♦♥( ❞<✜♥✐❡% ♣♦✉' ❝❤❛?✉❡ ♣♦✐♥( ❞❡ ❧❛ ❝♦✉'❜❡ ❣✉✐❞❡✱ ❡( %♦♥(





















2T (s)r2 − r2 +R2E
✭✷✳✶✸✮
❈❡% ❞❡✉① ❞❡'♥✐9'❡% ❢♦'♠✉❧❡% ✭✷✳✶✷ ❡( ✷✳✶✸✮ ♠♦♥('❡♥( ?✉❡ ❧❛ ❝♦✉'❜❡ ❣✉✐❞❡ <(✉❞✐<❡ ❡%(
❞<✜♥✐❡ ❣<♦♠<('✐?✉❡♠❡♥( %✐ ❧❡ '❛②♦♥ <?✉❛(❡✉' RE✱ ❧❡ '❛②♦♥ %♦♠♠❡( RS ❡( ❧❡ '❛♣♣♦'( ❞❡%
(❡♥%✐♦♥% T %♦♥( ❝♦♥♥✉%✳
❉❛♥% ❧❛ %✉✐(❡✱ ❧❡% ❢♦'♠✉❧❡% ✭✷✳✶✷ ❡( ✷✳✶✸✮ %♦♥( ✉(✐❧✐%<❡% ❞❛♥% ❧❡ ❜✉( ❞❡ ('❛❝❡' ❞❡% ❝♦✉'❜❡%
❣✉✐❞❡% ♣❛' ✉♥❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ ❞✐%❝'9(❡ ❡( ✉♥❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ ❝♦♥(✐♥✉❡ J ❞❡% ✜♥% ❞❡ ❝♦♠♣❛'❛✐%♦♥ ❞❡
♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡%✳
✹ ❚"❛❝% ❞✬✉♥❡ ❝♦✉"❜❡ ❣✉✐❞❡
▲❡% ('❛✈❛✉① '<❛❧✐%<% %✉' ❧❛ ♠✐%❡ ❡♥ ❢♦'♠❡ ❞❡% ♠❡♠❜'❛♥❡%✱ ❧♦'% ❞✉ ♣'♦❝❡%%✉% ❞❡ ❢❛❜'✐❝❛✲
(✐♦♥✱ %♦♥( '<❛❧✐%<% ♣♦✉' ❧❡% ♣♥❡✉♠❛(✐?✉❡% ❞❡ (②♣❡ '❛❞✐❛❧✳ ▲❛ ♠❡♠❜'❛♥❡ ❞❡ ❢❛❜'✐❝❛(✐♦♥ ❡%(
❝♦♥%('✉✐(❡ ❞❡ ❢❛L♦♥ J ♥❡ %✉❜✐' ❛✉❝✉♥❡ (❡♥%✐♦♥ ❝✐'❝♦♥❢<'❡♥(✐❡❧❧❡ Nθ✳ ❈❡((❡ ❤②♣♦(❤9%❡ %❡ ('❛✲
❞✉✐( ♣❛' ✉♥❡ (❡♥%✐♦♥ ❝✐'❝♦♥❢<'❡♥(✐❡❧❧❡ Nθ ♥✉❧❧❡ ❞❛♥% ❧❡% <?✉❛(✐♦♥% <(❛❜❧✐❡% ♣'<❝<❞❡♠♠❡♥( ❡(
✐♠♣❧✐?✉❡ ?✉❡ ❧❡ '❛♣♣♦'( ❞❡% (❡♥%✐♦♥% T (❡♥❞ ✈❡'% ❧✬✐♥✜♥✐ ✭❊?✉❛(✐♦♥ ✷✳✽✮✳ ❆✐♥%✐ ❧❡% '❡❧❛(✐♦♥%
♣'<❝<❞❡♠♠❡♥( %✐♠♣❧✐✜<❡% ♣❡'♠❡((❡♥( ❞✬❛❜♦✉(✐' J ❞❡✉① ♠<(❤♦❞❡% ❞❡ ('❛❝< ♣♦✉' ✉♥❡ ❝♦✉'❜❡
❣✉✐❞❡ ❧♦'%?✉❡ ❧❡ '❛②♦♥ %♦♠♠❡( RS✱ ❧❡ '❛②♦♥ <?✉❛(❡✉' RE✱ ❧❡ '❛♣♣♦'( T ❡( ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉' %♦♥(
❞♦♥♥<%✳ ❯♥❡ ♣'❡♠✐9'❡ ♠<(❤♦❞❡ ❞❡ ('❛❝< ♣❛' ❝❛❧❝✉❧ ❞✐%❝'❡( %✬❛♣♣✉✐❡ %✉' ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐(<'❛(✐❢ ❞❡%
♣♦✐♥(% ❞❡ ❧❛ ❝♦✉'❜❡ J ♣❛'(✐' ❞✉ ♣♦✐♥( %♦♠♠❡( PS ❥✉%?✉✬❛✉ ♣♦✐♥( ❜❛% PB ❞❡ ❝❡((❡ ❝♦✉'❜❡✳
❯♥❡ %❡❝♦♥❞❡ ♠<(❤♦❞❡ ♣❛' ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥(✐♥✉ %✬❛♣♣✉✐❡ %✉' ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ✐♥(<❣'❛❧❡ ♥✉♠<'✐?✉❡✳
❈❡% ❞❡✉① ♠<(❤♦❞❡% %♦♥( ♣'<%❡♥(<❡% ❝✐✲❞❡%%♦✉%✳
✹✳✶ ▼$%❤♦❞❡ ❞❡ %*❛❝$ ♣❛* ❝❛❧❝✉❧ ❞✐1❝*❡%
❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ♦P ❧❛ (❡♥%✐♦♥ ❝✐'❝♦♥❢<'❡♥(✐❡❧❧❡ Nθ ❡%( ♥✉❧❧❡✱ ❧❛ '❡❧❛(✐♦♥ ✷✳✶✸ ♠♦♥('❡ ?✉❡ ❧❡







➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
❚!❛❝$ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉!❜❡ ❣✉✐❞❡ ✸✼
❉❡ ♣❧✉%✱ ❧❛ (❡♥%✐♦♥ ♠-.✐❞✐❡♥♥❡ Nφ ❡%( ♦❜(❡♥✉❡ 1 ♣❛.(✐. ❞❡ ❧❛ .❡❧❛(✐♦♥ ✷✳✶✵ ❡( ❡❧❧❡ ❡%(







❊( ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡ ✷✳✶✷ ❞❡✈✐❡♥( ❛✈❡❝ sin(φ) = sin(pi
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❈❡((❡ .❡❧❛(✐♦♥ ♣❡.♠❡( ❞❡ ❞-(❡.♠✐♥❡. ❧✬❛♥❣❧❡ φ ❛✉ ♣♦✐♥( %♦♠♠❡( PS ❞❡ ❝♦♦.❞♦♥♥-❡ ✭✵ ❀
RS✮ ❡( ❧✬❡①♣.❡%%✐♦♥ ✷✳✶✼ ♣❡.♠❡( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡. ❧✬❛❜%❝✐%%❡ ❞✉ ♣♦✐♥( Xt+1 %✐(✉- 1 ❧✬♦.❞♦♥♥-❡ Rt+1✳




❈❡% ❞❡✉① .❡❧❛(✐♦♥% ✷✳✶✻ ❡( ✷✳✶✼ %♦♥( ✉(✐❧✐%-❡% ❞❡ ❢❛F♦♥ ✐(-.❛(✐✈❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡. ❧❡% ❛❜%✲
❝✐%%❡% ❞❡ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♣♦✐♥(% ❞❡ ❧❛ ❝♦✉.❜❡ 1 ♣❛.(✐. ❞❡% ❝♦♦.❞♦♥♥-❡% ❞✉ ♣♦✐♥( ♣.-❝-❞❡♥( ❞❡
❧❛ ❝♦✉.❜❡ 1 ✉♥❡ ♦.❞♦♥♥-❡ ❞♦♥♥-❡ ✭❋✐❣✉.❡ ✷✳✶✷❜✮ ❥✉%K✉✬❛✉ ❞❡.♥✐❡. ♣♦✐♥( ❞❡ ❧❛ ❝♦✉.❜❡✳ ▲✬❛❧❣♦✲
.✐(❤♠❡ ✉(✐❧✐%- ❡%( .-%✉♠- ❋✐❣✉.❡ ✷✳✶✶✳ ▲❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ♣♦✐♥(% ❞❡ ❧❛ ❝♦✉.❜❡ ❝❛❧❝✉❧- ❞-♣❡♥❞ ❞✉
♣❛% ❞❡ ❞✐%❝.-(✐%❛(✐♦♥ ❡( ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡% ♦.❞♦♥♥-❡% ❡♥(.❡ ❧❡% ♦.❞♦♥♥-❡% RS ❡( RB✳ ❈❡((❡ ♠-(❤♦❞❡
♣❡.♠❡( ❞❡ (.❛❝❡. ❧❡% ❝♦✉.❜❡% ❞❡ ♠❛♥✐N.❡ ✧❞✐%❝.N(❡✧ %✐ ❧❡% ♣❛.❛♠N(.❡% RS✱ RE✱ RB✱ T ❡( ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉. L %♦♥( ❝♦♥♥✉%✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✶ ✕ ❆❧❣♦.✐(❤♠❡ ❞❡ ❣-♥-.❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉.❜❡ ❣✉✐❞❡ ♣❛. ❝❛❧❝✉❧ ❞✐%❝.❡(✳






2 + (Rt+1 −Rt)
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) = ln(r2 −R2E) + C
❚!❛❝$ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉!❜❡ ❣✉✐❞❡ ✸✾
▲❛ ❝♦♥%&❛♥&❡ ❈ ❡%& ❞*&❡+♠✐♥*❡ . ♣❛+&✐+ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❧✐♠✐&❡ ✿ 2✉❛♥❞ z &❡♥❞ ✈❡+% ❧✬✐♥✜♥✐✱
r &❡♥❞ ✈❡+% RS✳ ❈❡ 2✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿









































❈❡&&❡ +❡❧❛&✐♦♥ ✷✳✷✶ ♣❡+♠❡& ❞✬♦❜&❡♥✐+ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♣♦✐♥&% ❞❡ ❧❛ ❝♦✉+❜❡ ❣✉✐❞❡ *&✉❞✐*❡ ♣❛+
✐♥&*❣+❛&✐♦♥ ❝♦♥&✐♥✉❡ ❡♥&+❡ ❧✬♦+❞♦♥♥*❡ RS ❞✉ ♣♦✐♥& %♦♠♠❡& PS ❡& ❧✬♦+❞♦♥♥*❡ RB ❞✉ ♣♦✐♥&
❇❛%✳
❊♥✜♥ ❧✬✐♥&*❣+❛&✐♦♥ ♥✉♠*+✐2✉❡ ♣+*❝*❞❡♥&❡ ♣❡+♠❡& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡+ ❧❡% ❝♦♦+❞♦♥♥*❡% ❞❡ ❧✬❡♥✲
%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♣♦✐♥&% ❞❡ ❧❛ ❝♦✉+❜❡ ❣✉✐❞❡ *&✉❞✐*❡ ❡& ❧❛ ♠C♠❡ +❡❧❛&✐♦♥ ♣♦✉+ ❧❛ ♠*&❤♦❞❡ ❞✐%❝+E&❡
✭❊2✉❛&✐♦♥ ✷✳✶✽✮ ♣❡+♠❡& ❞✬♦❜&❡♥✐+ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉+❜❡ ❣✉✐❞❡ &+❛❝*❡✳ ❉❡ ♣❧✉%✱ ❧❛ +❡❧❛&✐♦♥
✷✳✷✷ ♣❡+♠❡& ❞✬♦❜&❡♥✐+ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉+ &❤*♦+✐2✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉+❜❡ *&✉❞✐*❡ 2✉✐ %❡+& ❞❡ +*❢*+❡♥❝❡ ❞❛♥%















✹✳✸ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡* ❞❡✉① ♠01❤♦❞❡*
❉❡✉① ♠*&❤♦❞❡% %♦♥& ❞*✈❡❧♦♣♣*❡% ♣♦✉+ &+❛❝❡+ ❧❡% ❝♦✉+❜❡% ❣✉✐❞❡ ❞✉ ♣+♦❝*❞* ❞❡ ❢❛❜+✐❝❛&✐♦♥
❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛&✐2✉❡ ✿ ✉♥❡ ♠*&❤♦❞❡ ❞❡ &+❛❝* ♣❛+ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐%❝+❡& ❡& ✉♥❡ ♠*&❤♦❞❡ ❞❡ &+❛❝* ♣❛+ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❝♦♥&✐♥✉✳ ❈❡% ♠*&❤♦❞❡% ❞♦✐✈❡♥& C&+❡ ❝♦♠♣❛+*❡% ♣❛+ +❛♣♣♦+& . ❞❡% ❝+✐&E+❡% ❞❡ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡
❛✜♥ ❞❡ +❡&❡♥✐+ ❧❛ ♠*&❤♦❞❡ ♦♣&✐♠❛❧❡ . ✉&✐❧✐%❡+ ❞❛♥% ❧❛ ♠♦❞*❧✐%❛&✐♦♥ ❞*✈❡❧♦♣♣*❡✳
J♦✉+ +*❛❧✐%❡+ ❝❡&&❡ ❝♦♠♣❛+❛✐%♦♥✱ ❝❤❛2✉❡ ♠*&❤♦❞❡ ❡%& ✐♠♣❧*♠❡♥&*❡ %♦✉% ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❙❝✐❧❛❜
❡& &❡%&*❡ %✉+ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ *2✉✐♣*❡ ❞✬✉♥ ♣+♦❝❡%%❡✉+ 2.67 ●❍③✱ ❞❡ 3.00 ●❇ ❞❡ ❘❆▼ ❡& ❞❡
▼✐❝+♦%♦❢& ❲✐♥❞♦✇% ❳J✳
▲❛ ❝♦♠♣❛+❛✐%♦♥ ❡%& ❢❛✐&❡ ♣♦✉+ ✉♥❡ ❝♦✉+❜❡ ❣✉✐❞❡ ✉&✐❧✐%*❡ ❞❛♥% ❧❡ ♣+♦❝*❞* ❞❡ ❢❛❜+✐❝❛&✐♦♥
❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛&✐2✉❡ ❞❡ &②♣❡ &♦✉+✐%♠❡✳ ▲❡% ♣❛+❛♠E&+❡% ❞❡ ❝❡&&❡ ❝♦✉+❜❡ %♦♥& ✉♥ ❘❛②♦♥ ❙♦♠♠❡&
RS ❞❡ 330mm✱ ✉♥ ❘❛②♦♥ ➱2✉❛&❡✉+ RE ❞❡ 270mm ❡& ✉♥ ❘❛②♦♥ ❇❛% RB ❞❡ 250mm✳ ▲❛
❝♦✉+❜❡ ❡%& &+❛❝*❡ ♣♦✉+ ❞✐✛*+❡♥&% ♣❛% ❞❡ ❞✐%❝+*&✐%❛&✐♦♥✳ J♦✉+ ✉♥❡ ♣+❡♠✐E+❡ ❝♦♠♣❛+❛✐%♦♥ ❧❡%
♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡% +❡&❡♥✉❡% ♣♦✉+ *✈❛❧✉❡+ ❧❡% ♠*&❤♦❞❡% ❞❡ &+❛❝* %♦♥& ❧❡% &❡♠♣% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡& ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉+ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉+❜❡ ❝❛❧❝✉❧*❡ ❛✈❡❝ ❧✬*2✉❛&✐♦♥ ✷✳✶✽ ❝♦♠♣❛+*❡ . ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞❡ +*❢*+❡♥❝❡
❝❛❧❝✉❧*❡ ❛✈❡❝ ❧✬*2✉❛&✐♦♥ ✷✳✷✷✳
➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
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❊♥ ❞❡,,♦✉, ❞❡ ❝❡ ,❡✉✐❧✱ ❧❡, ❞❡✉① ♠&'❤♦❞❡, ❞✬❡55❡✉5 ❝♦55❡,♣♦♥❞❡♥' ❛✉① ❛''❡♥'❡, ✐♥❞✉,'5✐❡❧❧❡,
✜①&❡, ♣❛5 ❧❡, ✉'✐❧✐,❛'❡✉5,✳
▲❛ ❝♦♠♣❛5❛✐,♦♥ ❞❡, '❡♠♣, ❞❡ '5❛❝& ❡' ❞❡, ❧♦♥❣✉❡✉5, ❞❡ ❝♦✉5❜❡, '5❛❝&❡, ♠♦♥'5❡ K✉❡ ❧❛
♣5&❝✐,✐♦♥ ❞❡, 5&,✉❧'❛',✱ ♣❛5 5❛♣♣♦5' ❛✉① ❛''❡♥'❡, ✐♥❞✉,'5✐❡❧❧❡,✱ ❡,' ,❛'✐,❢❛✐'❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠&'❤♦❞❡
♣❛5 ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥'✐♥✉ ♣♦✉5 ✉♥ ♣❛, ❝♦♠♣5✐, ❡♥'5❡ ✵✱✶ ♠♠ ❡' ✶ ♠♠✳ *♦✉5 ✉♥ ♣❛, ✐♥❢&5✐❡✉5 L ✵✱✶
♠♠✱ ❧❡ '❡♠♣, ❞❡ '5❛❝& ♦❜'❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠&'❤♦❞❡ ♣❛5 ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥'✐♥✉ ❡,' '5♦♣ ✐♠♣♦5'❛♥' ❞✉
♣♦✐♥' ❞❡ ✈✉❡ ✐♥❞✉,'5✐❡❧ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✮✳
*♦✉5 ✉♥ ♣❛, ✐♥❢&5✐❡✉5 ♦✉ &❣❛❧ L ✵✱✶ ♠♠✱ ❧❛ ♠&'❤♦❞❡ ♣❛5 ❝❛❧❝✉❧ ❞✐,❝5❡' ❡,' ♣❧✉, 5❛♣✐❞❡
K✉❡ ❧❛ ♠&'❤♦❞❡ ♣❛5 ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥'✐♥✉ ♠❛✐, 5❡,'❡ ♠♦✐♥, ♣5&❝✐,❡ ♣❛5 5❛♣♣♦5' L ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉5 ❞❡ ❧❛
➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ❣#♦♠#(,✐-✉❡ ♣,♦♣♦&#❡ ✹✶
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❝♦♥&✐♥✉
❡&
✶ ✺✱✷✾ ✹✱✼✶✪ ✹✱✷✺ ✸✱✼✾✪ ✹✱✹✶ ✸✱✾✪
❞✐"❝%❡& ✶✵ ✷✷✱✷✻ ✶✾✱✽✺✪ ✶✸✱✼✼ ✶✷✱✷✽✪ ✶✻✱✵✸ ✶✹✱✸✪
❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷ ✕ ➱❝❛%& ❣1♦♠1&%✐I✉❡ ❡♥&%❡ ❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❞✐"❝%J&❡ ❡& ❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❝♦♥&✐♥✉❡
♣♦✉% ✉♥❡ ❝♦✉%❜❡ ❞♦♥♥1❡ ✭RS 330mm✱ RB 250mm✱ RE 270mm✮✳
❝♦✉%❜❡ &%❛❝1❡✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉"✐♦♥✱ K ♣❛%&✐% ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②"❡ ❞❡ ❝❡" ❝♦♠♣❛%❛✐"♦♥"✱ ❧❡ ♣❛" ❞❡ ❞✐"❝%1&✐"❛&✐♦♥ ❞❡ ✵✱✶
♠♠ ♣❡%♠❡& ❞✬♦❜&❡♥✐% ❞❡" %1"✉❧&❛&" I✉✐ ❝♦%%❡"♣♦♥❞❡♥& ❛✉① ❝%✐&J%❡" ❞❡ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡ ❛&&❡♥❞✉"
❛✈❡❝ ❧❛ ♠1&❤♦❞❡ ❞❡ &%❛❝1 ♣❛% ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥&✐♥✉✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ♣❛% %❛♣♣♦%& K ❧❛ ♣%1❝✐"✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
"✉% ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉% ❞❡ ❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❡& ♣♦✉% ❞❡" &❡♠♣" 1I✉✐✈❛❧❡♥& K ❧❛ ♠1&❤♦❞❡ ❞✐"❝%J&❡ ✉&✐❧✐"1❡
❛✉❥♦✉%❞✬❤✉✐ ❧❛ ♠1&❤♦❞❡ ♣❛% ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥&✐♥✉ ❡"& ♣❧✉" ♣%1❝✐"❡✳
❆✐♥"✐ ✉♥ ♣❛" ❞❡ ✵✱✶ ♠♠ ❞❡ ❞✐"❝%1&✐"❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡" ♦%❞♦♥♥1❡" ❡"& %❡&❡♥✉ ♣♦✉% &%❛❝❡%
❧❡" ❝♦✉%❜❡" ❛✈❡❝ ❧❛ ♠1&❤♦❞❡ ♣❛% ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥&✐♥✉ ❞❛♥" ❧❡ %❡"&❡ ❞❡" &%❛✈❛✉①✱ I✉❡❧❧❡ I✉❡ "♦✐& ❧❛
❞✐♠❡♥"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜%❛♥❡ 1&✉❞✐1❡✳
✺ ▼♦❞$❧✐'❛)✐♦♥ ❣$♦♠$)-✐.✉❡ ♣-♦♣♦'$❡
❉❛♥" ❝❡&&❡ ♣❛%&✐❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦%✐&❤♠❡ ❞❡ ♠♦❞1❧✐"❛&✐♦♥ ❣1♦♠1&%✐I✉❡ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥& ❞❡ ❧✬♦✉✲
&✐❧❧❛❣❡ ❡"& ❞1✈❡❧♦♣♣1✳ ❈❡& ❛❧❣♦%✐&❤♠❡ ♣❡%♠❡& ❞✬1&❛❜❧✐% ❧❡" ❝♦✉%❜❡" ❣✉✐❞❡" ❡♥&%❡ ❧✬1&❛♣❡ ✐♥✐✲
&✐❛❧❡ ❡& ❧✬1&❛♣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♣%♦❝1❞1 ❡♥ ❝♦✉♣❧❛♥& ❧❡" ❞❡✉① ♠1&❤♦❞❡" ❞❡ &%❛❝1 ❛✉ "❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠W♠❡
❛❧❣♦%✐&❤♠❡✳ ▲✬♦✉&✐❧ ♦❜&❡♥✉ ❡"& &❡"&1 ❡& ❝♦♠♣❛%1 K ❧❛ ♠1&❤♦❞❡ ❞❡ ♠♦❞1❧✐"❛&✐♦♥ ▼✐❝❤❡❧✐♥✳
✺✳✶ ❆❧❣♦'✐)❤♠❡ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥)
❉❛♥" ❧❡" ❞❡✉① "❡❝&✐♦♥" ♣%1❝1❞❡♥&❡"✱ ❧❡" ❞❡✉① ♠1&❤♦❞❡" ❞❡ &%❛❝1✱ ♣❛% ❝❛❧❝✉❧ ❞✐"❝%❡& ❡& ♣❛%
❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥&✐♥✉✱ "♦♥& ❞1✈❡❧♦♣♣1❡" ❡& ❝♦♠♣❛%1❡" "✉% ❧❡ &%❛❝1 ❞✬✉♥❡ ❝♦✉%❜❡ I✉✐ %❡♣%1"❡♥&❡ ✉♥
1&❛& ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜%❛♥❡ ❞❡ ❧✬♦✉&✐❧❧❛❣❡✳
 ♦✉% ❝❡❧❛✱ ❝❡" ❞❡✉① ♠1&❤♦❞❡" ✉&✐❧✐"❡♥& ❧❡" ♠W♠❡" ♣❛%❛♠J&%❡" ♣♦✉% &%❛❝❡% ✉♥❡ "❡✉❧❡
❝♦✉%❜❡ ✿
✕ ❧❡ ❘❛②♦♥ ❙♦♠♠❡& RS
✕ ❧❡ ❘❛②♦♥ ➱I✉❛&❡✉% RE✱
✕ ❧❡ ❘❛②♦♥ ❇❛" RB✱
✕ ❧❡ ❘❛♣♣♦%& ❚ ❞❡" &❡♥"✐♦♥" ❝✐%❝♦♥❢1%❡♥&✐❡❧❧❡ ❡& ♠1%✐❞✐❡♥♥❡ Nθ ❡& Nφ
➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
✹✷ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ❣%♦♠%*.✐/✉❡ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬♦✉*✐❧❧❛❣❡
❈❡♣❡♥❞❛♥& ❧❛ ♠)&❤♦❞❡ ♣❛, ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥&✐♥✉ ♥❡ ♣❡,♠❡& ♣❛0 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡, ❧❡0 ❝♦♦,❞♦♥♥)❡0 ❞✉
1♦✐♥& ❊3✉❛&❡✉, PE✳ ❈✬❡0& ♣♦✉,3✉♦✐✱ ❧✬❛❧❣♦,✐&❤♠❡ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥& ✉&✐❧✐0❡ ❧❛ ♠)&❤♦❞❡ ♣❛, ❝❛❧❝✉❧
❞✐0❝,❡& 3✉✐ ♣❡,♠❡& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡, ❧❡0 ❝♦♦,❞♦♥♥)❡0 ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥& ❝❛,❛❝&),✐0&✐3✉❡✳ ❈✬❡0& ❞❛♥0 ❝❡
❝❛❧❝✉❧ 3✉❡ ,)0✐❞❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠)&❤♦❞❡ ♣❛, ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥&✐♥✉ ❝❛, ✉♥❡ ❢♦✐0 PE ❝♦♥♥✉✱ ❧❛
♠)&❤♦❞❡ ♣❛, ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥&✐♥✉ ❡0& ✉&✐❧✐0)❡ ♣♦✉, &,❛❝❡, ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ❝♦✉,❜❡0 ❣✉✐❞❡0✳
1♦✉, ✉♥❡ ♠❡♠❜,❛♥❡ ❞♦♥♥)❡✱ ❧✬❛❧❣♦,✐&❤♠❡ ,)0✉♠) ❋✐❣✉,❡ ✷✳✶✸ 0❡ ❞),♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛@♦♥
0✉✐✈❛♥&❡✳
▲❛ ♣,❡♠✐B,❡ ❝♦✉,❜❡ ❡0& &,❛❝)❡ ♣♦✉, ✉♥ ❘❛②♦♥ ❙♦♠♠❡& ✐♥✐&✐❛❧ RS✱ ✉♥ ❘❛②♦♥ ➱3✉❛&❡✉,
RE ❡& ✉♥ ❘❛②♦♥ ❇❛0 RB ❡& ✉♥ ,❛♣♣♦,& ❚
✶
✳ ❈❡0 ♣❛,❛♠B&,❡0 0♦♥& ❞)&❡,♠✐♥)0 I ♣❛,&✐, ❞❡0
❝❛,❛❝&),✐0&✐3✉❡0 ❣)♦♠)&,✐3✉❡0 ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜,❛♥❡✳ ❊♥✜♥ ❧❛ ❝♦✉,❜❡ ❡0& &,❛❝)❡ ♣❛, ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥&✐♥✉
♣❛, ✐♥&)❣,❛&✐♦♥ ♥✉♠),✐3✉❡ ❞❡ ❧✬)3✉❛&✐♦♥ ✷✳✷✶ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛0 ❞❡ ❞✐0❝,)&✐0❛&✐♦♥ ❞❡ ✵✳✶♠♠ ✭❙❡❝&✐♦♥
✹✳✸✮✳
▲❡ &,❛❝) ❞❡ ❝❡&&❡ ❝♦✉,❜❡ ♣❡,♠❡& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡, 0❛ ❧♦♥❣✉❡✉, 3✉✐ 0❡,& ❞❡ ,)❢),❡♥❝❡✱ LRef ✱ ♣♦✉,
❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ❝♦✉,❜❡0 ,❡♣,)0❡♥&❛&✐✈❡0 ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜,❛♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉0✱ ❧❡ ❘❛②♦♥
❇❛0 RB ❡& ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉, ❞❡ ,)❢),❡♥❝❡ LRef ♥❡ ✈❛,✐❡♥& ♣❛0 3✉❡❧ 3✉❡ 0♦✐& ❧✬)&❛& ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥&
1♦✉, &,❛❝❡, ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦✉,❜❡ ❣✉✐❞❡ ❝♦♠♣,✐0❡ ❡♥&,❡ ❧✬)&❛& ✐♥✐&✐❛❧ ❡& ❧✬)&❛& ✜♥❛❧ ❞✉
❣♦♥✢❡♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜,❛♥❡✱ ✉♥ ❘❛②♦♥ ❙♦♠♠❡& RSi ❡0& ❝♦♠♣,✐0 ❡♥&,❡ ❧❡ ❘❛②♦♥ ❙♦♠♠❡&
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❝*❡1 ❡,1 ,1❛❜❧❡ ,✉✐✈❛♥1 ❧❛ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛1✐H✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡1 ❧✬➱❝❛*1 ▼❛①✐♠✉♠ ✭❊▼✮✱ ❧❛
▼♦②❡♥♥❡ ❞❡, ❊❝❛*1, ✭▼❊✮ ❡1 ❧✬➱❝❛*1 ❚②♣❡ ✭❊❚✮ ❡♥1*❡ ❧❡, ❝♦✉*❜❡, ♥❡ ❞0♣❛,,❡♥1 ♣❛, ✸✪ ♣♦✉*
❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ❝♦✉*❜❡, 1*❛❝0❡,✳
❆✐♥,✐✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞0*✐✈❡ ♥✬❡,1 ♦❜,❡*✈0❡✱ ❝❡ H✉✐ ♣❡*♠❡1 ❞❡ ✈❛❧✐❞❡* ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ 1*❛❝❡* ❧❡, ❝♦✉*❜❡,











➱❝❛*1 ▼❛①✐♠✉♠ ✭❊▼✮ ✷✱✷✺✪ ✷✱✷✻✪ ✷✱✽✻✪ ✷✱✹✶✪ ✶✱✻✵✪
▼♦②❡♥♥❡ ❞❡, 0❝❛*1, ✭▼❊✮ ✷✱✵✶✪ ✶✱✽✵✪ ✷✱✸✼✪ ✶✱✾✹✪ ✶✱✸✼✪
➱❝❛*1 ❚②♣❡ ✭❊❚✮ ✷✱✵✾✪ ✶✱✽✺✪ ✷✱✹✺✪ ✷✱✵✶✪ ✶✱✹✶✪
▲♦♥❣✉❡✉* L ✭♠♠✮ ✽✻✱✺ ✶✶✷ ✷✽✽ ✹✹✹ ✶✸✷✵
❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛*❛✐,♦♥ ❞❡, 0❝❛*1, ❣0♦♠01*✐H✉❡, ♣♦✉* ❧❡, ❞✐✛0*❡♥1, 1②♣❡, ❞❡ ♠❡♠❜*❛♥❡✳
V♦✉* ❧❛ ♠01❤♦❞❡ ❞❡ 1*❛❝0 ♣❛* ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥1✐♥✉✱ ❧❡, 1❡♠♣, ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉* 1*❛❝❡* ✈✐♥❣1 ❝♦✉*❜❡,
,♦♥1 ❝♦♠♣*✐, ❡♥1*❡ ✼✳✺ ❡1 ✼✺ ,❡❝♦♥❞❡,✳ ❈❡, 1❡♠♣, ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡1 ❞❡ 1*❛❝0 ,♦♥1 ♣*♦♣♦*1✐♦♥♥❡❧,
❛✉ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ♣♦✐♥1, H✉❡ ❝♦♠♣♦*1❡ ❧❛ ❝♦✉*❜❡ ❡1 F ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉* ❞❡ ❝❡11❡ ❞❡*♥✐S*❡✳
➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
✹✽ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ❣%♦♠%*.✐/✉❡ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬♦✉*✐❧❧❛❣❡
❯♥❡ ♦♣%✐♠✐(❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐%❤♠❡ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥% ❝♦♥(✐(%❡ 2 ❛❞❛♣%❡. ❧❡ ♣❛( ❞❡ ❞✐(❝.3%✐(❛%✐♦♥
2 ❧❛ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜.❛♥❡ ♠♦❞3❧✐(3❡✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❡ ♣❛( ✜①3 2 ✵✱✶ ♠♠ ❞❛♥( ♥♦( %.❛✈❛✉①
❢♦✉.♥✐% ❞❡( .3(✉❧%❛%( ❝♦♥❢♦.♠❡( ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡( ❞❡( ✉%✐❧✐(❛%❡✉.(✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥% ❝❡ ♣❛( ❡(% ✈❛❧✐❞3
❞❛♥( ❧❡ ❝❛❞.❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜.❛♥❡ ✧❚♦✉.✐(♠❡✧ ✭❙❡❝%✐♦♥ ✹✳✸✮ ❡% ♣❡✉% (✬❛✈3.❡. ❞✬✉♥❡ ♣.3❝✐(✐♦♥ ♥♦♥
♥3❝❡((❛✐.❡ ♣♦✉. ❞❡( ♠❡♠❜.❛♥❡( ❞❡ %❛✐❧❧❡ (✉♣3.✐❡✉.❡ ❞✉ %②♣❡ ✧●3♥✐❡ ❈✐✈✐❧✧ ❡% ♠♦✐♥( ♣.3❝✐(
♣♦✉. ❞❡( ♠❡♠❜.❛♥❡( ❞❡ %❛✐❧❧❡ ✐♥❢3.✐❡✉.❡ ❞✉ %②♣❡ ✧❉❡✉① ❘♦✉❡(✧✳
❚♦✉%❡❢♦✐( (❛♥( ❝❡%%❡ ♦♣%✐♠✐(❛%✐♦♥✱ ❧❡( %❡♠♣( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦❜%❡♥✉( ♣♦✉. ♠♦❞3❧✐(❡. ❧❡ ❣♦♥✢❡✲











❚❡♠♣( ❞❡ %.❛❝3 ♣♦✉. ✷✵
❝♦✉.❜❡( ✭O❛. ❧✬♦✉%✐❧
♣.♦♣♦(3✮
✼✱✺( ✾( ✶✾( ✸✵( ✼✺(
◆♦♠❜.❡ ❞❡ ♣♦✐♥%( ♣❛.
❝♦✉.❜❡(
✻✹✶ ✽✵✷ ✷✶✻✶ ✸✷✾✶ ✶✵✶✵✶
❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✺ ✕ ❚❡♠♣( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉. %.❛❝❡. ✷✵ ❝♦✉.❜❡( ❡♥%.❡ ❧✬3%❛♣❡ ✐♥✐%✐❛❧❡ ❡% ❧✬3%❛♣❡ ✜♥❛❧❡✳
❆♣.N( ❝❡( ❝❛❧❝✉❧(✱ ❧❛ ♠3%❤♦❞❡ ♣❛. ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥%✐♥✉ ❡(% .❡%❡♥✉❡ ♣♦✉. ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡% ❧❡ %.❛❝3
❞❡( ❝♦✉.❜❡( ❞❛♥( ❧✬❛❧❣♦.✐%❤♠❡ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥% ♣♦✉. ♠♦❞3❧✐(❡. ❣3♦♠3%.✐M✉❡♠❡♥% ❧❡ ♣.♦❝3❞3 ❞❡
❢❛❜.✐❝❛%✐♦♥ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛%✐M✉❡✳ ❈❡%%❡ ❝♦♥❝❧✉(✐♦♥ ❣3♥3.❛❧✐(❡ ❝❡❧❧❡ ❢❛✐%❡ ❧♦.( ❞❡ ❧✬3%✉❞❡ .3❛❧✐(3❡
(✉. ✉♥❡ (❡✉❧❡ ❝♦✉.❜❡ ♣♦✉. ❞3%❡.♠✐♥❡. ❧❛ ♣❛( ❞❡ ❞✐(❝.3%✐(❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡( ♦.❞♦♥♥3❡( ✭❙❡❝%✐♦♥
✹✳✸✮✳
❊♥✜♥✱ ❧✬❡①❛❝%✐%✉❞❡ ❞❡( ❝♦✉.❜❡( %.❛❝3❡( ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦.✐%❤♠❡ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥% .❡(%❡ 2 ✈❛❧✐❞❡.
♣❛. .❛♣♣♦.% 2 ❧❛ ♠♦❞3❧✐(❛%✐♦♥ ▼✐❝❤❡❧✐♥✳ ❯♥❡ 3%✉❞❡ ❡(% 3❣❛❧❡♠❡♥% ♠❡♥3❡ ♣❛. ❧❛ (✉✐%❡ ♣♦✉.
❞3%❡.♠✐♥❡. ❧❡( ❛♣♣♦.%( ❞❡ ❝❡% ❛❧❣♦.✐%❤♠❡✳
✺✳✸ ❱❛❧✐❞❛(✐♦♥ ♠,❝❛♥✐.✉❡
▲❛ ✈❛❧✐❞❛%✐♦♥ ♠3❝❛♥✐M✉❡ ❞❡ ❧✬♦✉%✐❧ ♣.♦♣♦(3 ♣♦✉. ♠♦❞3❧✐(❡. ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬♦✉%✐❧❧❛❣❡
❞❡ ❢❛❜.✐❝❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛%✐M✉❡ ❡(% ♣.3(❡♥%3❡ ❞❛♥( ❝❡%%❡ (❡❝%✐♦♥✳
O♦✉. ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ ♠3%❤♦❞❡ ❞❡ ♠♦❞3❧✐(❛%✐♦♥ ♣❤②(✐M✉❡ ❡(% ✉%✐❧✐(3❡ ♣♦✉. ❛♣♣❧✐M✉❡. ✉♥ 3%❛% ❞❡
♣.❡((✐♦♥ ❞❡ ✺ ❜❛.( 2 ♣❧✉(✐❡✉.( ❝♦✉.❜❡( ♠♦❞3❧✐(❛♥% ♣❧✉(✐❡✉.( 3%❛%( ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬♦✉%✐❧❧❛❣❡✳
▲✬3%✉❞❡ %❤3♦.✐M✉❡ .3❛❧✐(3❡ ❡♥ ❙❡❝%✐♦♥ ✸ ♠♦♥%.❡ M✉❡ ❧❛ ❣3♦♠3%.✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉.❜❡ ♥❡ ❞3♣❡♥❞ ♣❛(
❞❡ ❧❛ ♣.❡((✐♦♥ M✉✐ ❧✉✐ ❡(% ❛♣♣❧✐M✉3❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐%✱ (✐ ❧❛ ❣3♦♠3%.✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉.❜❡ ❣✉✐❞❡ %.❛❝3❡ ♥❡
(❡ ❞3❢♦.♠❡ ♣❛( (♦✉( ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣.❡((✐♦♥✱ ❛❧♦.( ❧✬❛❧❣♦.✐%❤♠❡ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥% ❡(% ✈❛❧✐❞3
♣♦✉. .3❛❧✐(❡. ❧❛ ♠♦❞3❧✐(❛%✐♦♥ ❣3♦♠3%.✐M✉❡ ❞✉ ♣.♦❝3❞3 ❞❡ ❢❛❜.✐❝❛%✐♦♥ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛%✐M✉❡✳
O♦✉. .3❛❧✐(❡. ❧❛ ♠♦❞3❧✐(❛%✐♦♥ ♣❤②(✐M✉❡✱ ✉♥ ♠♦❞N❧❡ ▼❛((❡✲❘❡((♦.% ❡(% ✉%✐❧✐(3 (♦✉( ❙❖❋❆
❬❆❧❧❛.❞ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❈❡ %②♣❡ ❞❡ ♠♦❞N❧❡ ❡(% ✉%✐❧✐(3 ❞❛♥( ❧❡ ❝❛❞.❡ ❞❡ ❧❛ ❞3❢♦.♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❢♦.♠❡(
❣3♦♠3%.✐M✉❡( ❡% ❡①♣❧✐M✉3 ❞❛♥( ❧❡ ❈❤❛♣✐%.❡ ✸✳
▲❡ ♣.✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛%✐♦♥ .3(✐❞❡ ❞❛♥( ❧❡ %.❛❝3 ❞✬✉♥❡ ❝♦✉.❜❡ ❣✉✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠3%❤♦❞❡ ♣❛.
❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥%✐♥✉ (♦✉( ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❙❝✐❧❛❜✳ ❈❡%%❡ ❝♦✉.❜❡ (❡.% ❞❡ .3❢3.❡♥❝❡ ❡% ❞❡ ❞♦♥♥3❡ ❞✬❡♥%.3❡
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▲♦♥❣✉❡✉$ L ✭♠♠✮ ✶✶✷✱✶✷
❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✻ ✕ ❉✐♠❡♥3✐♦♥3 ❞❡3 ❝✐♥@ ❝♦✉$❜❡3 ❞❡ ✈❛❧✐❞❛.✐♦♥✳
❯♥❡ ❝♦♠♣❛$❛✐3♦♥ ❣#♦♠#.$✐@✉❡ ❡♥.$❡ ❧❛ ❝♦✉$❜❡ .$❛❝#❡ ♣❛$ ❧✬❛❧❣♦$✐.❤♠❡ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥.
❡. ❧❛ ❝♦✉$❜❡ ❞#❢♦$♠#❡ ♣❛$ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣$❡33✐♦♥ ❡3. $#❛❧✐3#❡✳ ❉❛♥3 ❝❡ ❜✉.✱ ❧✬➱❝❛$.
▼❛①✐♠✉♠ ✭❊▼✮✱ ❧❛ ▼♦②❡♥♥❡ ❞❡3 ❊❝❛$.3 ✭▼❊✮ ❡. ❧✬➱❝❛$. ❚②♣❡ ✭❊❚✮ 3♦♥. ❝❛❧❝✉❧#3 ✭❚❛❜❧❡❛✉
✷✳✼✮ ❡♥ ✉.✐❧✐3❛♥. ❧❛ ❝♦✉$❜❡ .$❛❝#❡ ♣❛$ ❧✬❛❧❣♦$✐.❤♠❡ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥. ❝♦♠♠❡ ❝♦✉$❜❡ ❞❡ $#❢#$❡♥❝❡✳
❘❛②♦♥ ❙♦♠♠❡. RS
✭♠♠✮
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❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✼ ✕ ➱❝❛$. ❡♥.$❡ ❧❡3 ❝♦✉$❜❡3 ❝❛❧❝✉❧#❡3 ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦$✐.❤♠❡ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥.
❡. ❧❛ ❝♦✉$❜❡ ❞#❢♦$♠#❡ ♣❛$ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣$❡33✐♦♥✳
▲❡3 $#3✉❧.❛.3 ♠♦♥.$❡♥. @✉❡ @✉❡❧❧❡ @✉❡ 3♦✐. ❧❛ ❢♦$♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉$❜❡ ✐♥✐.✐❛❧❡✱ ❧✬#❝❛$. ❣#♦♠#✲
.$✐@✉❡ ❡3. .$W3 ❢❛✐❜❧❡ ❡♥.$❡ ❧❛ ❝♦✉$❜❡ ♦❜.❡♥✉❡ ❛♣$W3 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣$❡33✐♦♥ ❡. ❧❛ ❝♦✉$❜❡
.$❛❝#❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦$✐.❤♠❡ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥.✳ ❉❛♥3 ❝❤❛@✉❡ ❝❛3✱ ❧✬➱❝❛$. ▼❛①✐♠✉♠ ❡3. ✐♥3✐❣♥✐✜❛♥.
♣❛$ $❛♣♣♦$. Y ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉$ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉$❜❡✳ ❉❡ ♣❧✉3 ❧✬❛♥❛❧②3❡ ❞❡ ❧❛ ▼♦②❡♥♥❡ ❞❡3 ➱❝❛$.3 ❡. ❞❡
❧✬➱❝❛$. ❚②♣❡ ♣❡$♠❡. ❞❡ ❝♦♥❝❧✉$❡ @✉❡ ❧❡3 ❝♦✉$❜❡3 ♦❜.❡♥✉❡3✱ ❛♣$W3 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣$❡33✐♦♥✱
❝♦$$❡3♣♦♥❞❡♥. ❛✉① ❝♦✉$❜❡3 .$❛❝#❡3 ❛✈❡❝ ❧❛ ♠#.❤♦❞❡ ♣$♦♣♦3#❡✳
❆✐♥3✐ ❧✬❛❧❣♦$✐.❤♠❡ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥. ❞#✈❡❧♦♣♣# ❞❛♥3 ❝❡3 .$❛✈❛✉① ❡3. ✈❛❧✐❞# ❡. ♣❡✉. [.$❡
✉.✐❧✐3# ♣♦✉$ ♠♦❞#❧✐3❡$ ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥. ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜$❛♥❡ ❞❡ ❧✬♦✉.✐❧❧❛❣❡ ♣❡♥❞❛♥. ❧❛ ❢❛❜$✐❝❛.✐♦♥ ❞✉
♣♥❡✉♠❛.✐@✉❡ @✉❡❧ @✉❡ 3♦✐. ❧✬#.❛. ♠♦❞#❧✐3#✳
➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥

✺✷ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ❣%♦♠%*.✐/✉❡ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬♦✉*✐❧❧❛❣❡
✻✳✷ ❆♣♣♦&' ❞❡ ❧✬❛❧❣♦&✐'❤♠❡ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥'
▲❛ ♠#$❤♦❞❡ ♣*♦♣♦+#❡ ❡+$ ❝♦♠♣❛*#❡ - ❧❛ ♠#$❤♦❞❡ ❞❡ $*❛❝# ▼✐❝❤❡❧✐♥✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛*❛✐+♦♥ ❡+$
❢❛✐$❡ +✉* $*♦✐+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ ❞❡ ❝♦✉*❜❡ ❣✉✐❞❡ ❞#$❡*♠✐♥#❡+ - ♣❛*$✐* ❞❡+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ ❞❡ ♠❡♠❜*❛♥❡
✉$✐❧✐+#❡ ❧♦*+ ❞❡ ❧❛ ❢❛❜*✐❝❛$✐♦♥ ❞❡+ ♣♥❡✉♠❛$✐7✉❡+ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✽✮✳ ▲❡ ♣❛+ ❞❡ ❞✐+❝*#$✐+❛$✐♦♥ ❞❡
❧✬❛①❡ ❞❡+ ♦*❞♦♥♥#❡+✱ ❝❤♦✐+✐ ♣❛* *❛♣♣♦*$ ❛✉① ❝❛❧❝✉❧+ *#❛❧✐+#❡+ ♣*#❝#❞❡♠♠❡♥$✱ ❡+$ ❞❡ ✵✱✶ ♠♠
♣♦✉* ❧❛ ♠♦❞#❧✐+❛$✐♦♥ ♣*♦♣♦+#❡ ✭❙❡❝$✐♦♥ ✹✳✸✮ ❛❧♦*+ 7✉❡ ❧❛ ❝♦✉*❜❡ *#❛❧✐+#❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦❞#❧✐+❛$✐♦♥
▼✐❝❤❡❧✐♥ ♣❡*♠❡$ ❞❡ ♥❡ ❝❛❧❝✉❧❡* 7✉❡ ✶✵✵ ♣♦✐♥$+ ♣❛* ❝♦✉*❜❡ ♣♦✉* ❧❡+ $*♦✐+ ❝❛+✳
❚②♣❡+ ❞❡ ♠❡♠❜*❛♥❡
G♦✐♥$ ❈♦♦*❞♦♥♥#❡+ ❉❡✉① ❘♦✉❡+ G♦✐❞+ ▲♦✉*❞ ●#♥✐❡ ❈✐✈✐❧
G♦✐♥$ ❙♦♠♠❡$
RS ✭♠♠✮ ✸✵✽✱✽✻ ✺✵✻ ✶✽✺✷
YS ✭♠♠✮ ✵ ✵ ✵
G♦✐♥$ ➱7✉❛$❡✉*
RE ✭♠♠✮ ✷✸✾✱✾✺ ✸✶✽✱✹✺ ✾✸✽
YE ✭♠♠✮ ✾✸✱✽✷ ✶✾✺✱✼✷ ✼✾✸✱✹
G♦✐♥$ ❇❛+
RB ✭♠♠✮ ✷✶✸✱✾✷✼ ✷✾✵✱✻ ✾✸✽✱✷
YB ✭♠♠✮ ✽✾✱✺ ✶✾✹✱✷ ✼✾✸✱✹
❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✽ ✕ ❉✐♠❡♥+✐♦♥+ ❞❡+ ♣♥❡✉♠❛$✐7✉❡+ $❡+$#+✳
G♦✉* ❝❤❛7✉❡ ❝❛+✱ ❧✬➱❝❛*$ ▼❛①✐♠✉♠ ✭❊▼✮✱ ❧❛ ▼♦②❡♥♥❡ ❞❡+ ➱❝❛*$+ ✭▼❊✮ ❡$ ❧✬➱❝❛*$ ❚②♣❡
✭❊❚✮ +♦♥$ ❝❛❧❝✉❧#+✳ ❉❡ ♣❧✉+ ❧❛ ♠#$❤♦❞❡ ▼✐❝❤❡❧✐♥ +❡*$ ❞❡ *#❢#*❡♥❝❡ ♣✉✐+7✉✬❡❧❧❡ ❡+$ ✈❛❧✐❞#❡
✐♥❞✉+$*✐❡❧❧❡♠❡♥$✳ ❈❡+ ❝*✐$T*❡+ ❞❡ ❝♦♠♣❛*❛✐+♦♥ ❣#♦♠#$*✐7✉❡+ +♦♥$ ❝♦♠♣❛*#+ ♣❛* *❛♣♣♦*$ - ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉* ❞❡ ❧❛ ❝♦✉*❜❡ *#❢#*❡♥❝❡ ❞❛♥+ ❝❤❛7✉❡ ❝❛+✳
❚②♣❡+ ❞❡ ♠❡♠❜*❛♥❡ ❉❡✉① ❘♦✉❡+ G♦✐❞+ ▲♦✉*❞ ●#♥✐❡ ❈✐✈✐❧
❖*❞♦♥♥#❡ ❞✉ G♦✐♥$ ❙♦♠♠❡$✭♠♠✮ ✸✵✽✱✽✻ ✺✵✻ ✶✽✺✷
➱❝❛*$ ▼❛①✐♠✉♠ ✭♠♠✮ ✵✱✷✽✺ ✵✱✽✷✸ ✷✱✸✾✺
❊**❡✉* ♣❛* *❛♣♣♦*$ - ❧✬♦*❞♦♥♥#❡ ❞✉ G♦✐♥$ ❙♦♠♠❡$ ✵✱✷✷✪ ✵✱✷✼✪ ✵✱✶✼✪
▼♦②❡♥♥❡ ❞❡+ ➱❝❛*$+ ✭♠♠✮ ✵✱✶✸✻ ✵✱✸✻✶ ✶✱✶✶✷
➱**❡✉* ♣❛* *❛♣♣♦*$ - ❧✬♦*❞♦♥♥#❡ ❞✉ G♦✐♥$ ❙♦♠♠❡$ ✵✱✶✵✪ ✵✱✶✶✪ ✵✱✵✽✪
➱❝❛*$ ❚②♣❡ ✭♠♠✮ ✵✱✶✻✵ ✵✱✹✹✷ ✶✱✸✸✼
➱**❡✉* ♣❛* *❛♣♣♦*$ - ❧✬♦*❞♦♥♥#❡ ❞✉ G♦✐♥$ ❙♦♠♠❡$ ✵✱✶✷✪ ✵✱✶✹✪ ✵✱✵✾✪
❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✾ ✕ ➱❝❛*$ ❣#♦♠#$*✐7✉❡ ❡♥$*❡ ❧❡+ ❝♦✉*❜❡+ ❣✉✐❞❡+ ♣♦✉* ❞✐✛#*❡♥$❡+ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥+✳
▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✾ ♠♦♥$*❡ 7✉❡ 7✉❡❧ 7✉❡ +♦✐$ ❧❡ ❝❛+✱ ❧✬#❝❛*$ ❣#♦♠#$*✐7✉❡ ❡♥$*❡ ❧❡+ ❞❡✉① ♠♦❞#✲
❧✐+❛$✐♦♥+ *❡+$❡♥$ ✐♥❢#*✐❡✉* - ✵✱✸✪✳ ❈❡$$❡ ❡**❡✉* ❡+$ ✐♥❢#*✐❡✉*❡ - ❧✬❡**❡✉* ❛❞♠✐++✐❜❧❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉
✐♥❞✉+$*✐❡❧✳
➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
❈♦♠♣❛%❛✐'♦♥ ❡♥*%❡ ❧✬❛❧❣♦%✐*❤♠❡ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥* ❡* ❧❛ ♠♦❞1❧✐'❛*✐♦♥ ▼✐❝❤❡❧✐♥ ✺✸
❚②♣❡$ ❞❡ ♠❡♠❜(❛♥❡ ❉❡✉① ❘♦✉❡$ 0♦✐❞$ ▲♦✉(❞ ●4♥✐❡ ❈✐✈✐❧
▲♦♥❣✉❡✉( ❚❤4♦(✐:✉❡ ✶✸✶✱✸✵ ♠♠ ✸✵✻✱✻✾ ♠♠ ✶✹✷✺✱✷✵ ♠♠
▲♦♥❣✉❡✉( ▼4E❤♦❞❡ ▼✐❝❤❡❧✐♥ ✶✸✶✱✶✺ ♠♠ ✸✵✻✱✼✺ ♠♠ ✶✹✷✸✱✼✸ ♠♠
▲♦♥❣✉❡✉( ▼4E❤♦❞❡ ❉4✈❡❧♦♣♣4❡ ✶✸✷✱✷✷ ♠♠ ✸✵✻✱✻✶ ♠♠ ✶✹✷✺✱✶✺ ♠♠
➱((❡✉( (❡❧❛E✐✈❡ ❡♥E(❡ ▲♦♥❣✉❡✉(
▼✐❝❤❡❧✐♥ ❡E ▲♦♥❣✉❡✉( ❚❤4♦(✐:✉❡
✵✱✼✵✺✪ ✵✱✵✷✻✪ ✵✱✵✵✹✪
➱((❡✉( (❡❧❛E✐✈❡ ❡♥E(❡ ▲♦♥❣✉❡✉(
▼4E❤♦❞❡ ❉4✈❡❧♦♣♣4❡ ❡E ▲♦♥❣✉❡✉(
▼✐❝❤❡❧✐♥
✵✱✽✶✽✪ ✵✱✵✹✺✪ ✵✱✶✵✵✪
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❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ✕ ❙②♠❜♦❧❡) ✉*✐❧✐)&) ♣♦✉. &✈❛❧✉❡. ❧❡) ♠&*❤♦❞❡) ❞❡ ❞&❢♦.♠❛*✐♦♥✳
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❝!✐ E!❡- ♠$❝❛♥✐/✉❡- F ♣❛! ✐! ❞❡- ❧♦✐- ❞❡ ❝♦♠♣♦! ❡♠❡♥ ❞❡- ♠❛ $!✐❛✉① ✭✰ ✰✮✳ ❈❡  ❡ ♠$ ❤♦❞❡
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-❡! ❧❛ -✉!❢❛❝❡ ❡① $!✐❡✉!❡ ❡♥ ✸❉✱ ❡ ❞❡- $❧$♠❡♥ - ♣♦✉ !❡- -♦♥ ✉ ✐❧✐-$- ❡♥ ✷❉✳ ❈❡- $❧$♠❡♥ -
♣❡✉✈❡♥ R !❡ ❝♦♥- ❛♥ -✱ ❧✐♥$❛✐!❡- ♦✉ /✉❛❞!❛ ✐/✉❡- ♠❛✐- /✉❡❧ /✉❡ -♦✐ ❧❡  ②♣❡ ❞✬$❧$♠❡♥ - ❧❡-
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-♦♥ !❡♥-❡✐❣♥$-✳ ❉❡ ♣❧✉-✱ -❡✉❧- ❞❡- ♣❡ ✐ - ❞$♣❧❛❝❡♠❡♥ - ♣❡✉✈❡♥ R !❡ !$❛❧✐-$- ♣♦✉! !❡-♣❡❝ ❡!
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❡♥ '❡♠♣# %-❡❧ ♠❛✐# ❧❛ ♠✐#❡ ❡♥ ❞♦♥♥-❡ ❞❡# ♣%♦❜❧J♠❡# R ♠♦❞-❧✐#❡% ❡#' ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭✲✮✳
✷✳✷✳✹ ❙②♥&❤()❡ ❞❡) ♠-&❤♦❞❡) ❞❡ ❞-❢♦0♠❛&✐♦♥
➚ ♣❛%'✐% ❞❡# ❞❡#❝%✐♣'✐♦♥# ❞❡# ♠-'❤♦❞❡# ❞❡ ❞-❢♦%♠❛'✐♦♥# ❣-♦♠-'%✐,✉❡ ❡' ♣❤②#✐,✉❡✱ ✉♥❡
#②♥'❤J#❡ ❡#' %-❛❧✐#-❡ ♣❛% ❝❛'-❣♦%✐❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞-'❡%♠✐♥❡% ❧❛ ♠-'❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉# ❛❞❛♣'-❡ R ❧❛ ♠♦✲
❞-❧✐#❛'✐♦♥ ❞✉ ♣%♦❝-❞- ❞❡ ❢❛❜%✐❝❛'✐♦♥ ❞❡# ♣♥❡✉♠❛'✐,✉❡#✳
❙②♥&❤()❡ ❞❡) ♠-&❤♦❞❡) ❣-♦♠-&0✐4✉❡)
▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ ♠♦♥'%❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ♠-'❤♦❞❡# ❣-♦♠-'%✐,✉❡# ,✉✐ ♣❡%♠❡''❡♥' ❞❡ ❞-❢♦%✲
♠❡% ❞❡# ❢♦%♠❡# ❣-♦♠-'%✐,✉❡# ❡♥ '❡♠♣# %-❡❧✳ ▲❛ ♠-'❤♦❞❡ ❋❋❉ ♥-❝❡##✐'❡ ❧✬❛❝,✉✐#✐'✐♦♥ ❞✬✉♥
♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①♣❡%'✐#❡ -❧❡✈- ❞❡ ❧❛ ♣❛%' ❞❡ ❧✬✉'✐❧✐#❛'❡✉%✳ ▲❛ ♠-'❤♦❞❡ ❞❡ ❞-❢♦%♠❛'✐♦♥ ♣❛% ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡♥❣❧♦❜❛♥' ❡' ❝❡❧❧❡ #✉% ❧❛ ♠-'❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛♥✐♠❛'✐♦♥ ❞❡ ❝♦%♣# %✐❣✐❞❡# ♥❡ ♣❡%♠❡''❡♥' ♣❛# ❞❡ ❞-✲
❢♦%♠❡% ♣❧✉#✐❡✉%# ❢♦%♠❡# ❡♥ ♠U♠❡ '❡♠♣# ❡' ❞❡ ❣-%❡% ❧❡# ❧✐❛✐#♦♥# ❡♥'%❡ ❡❧❧❡#✳ ❊♥✜♥ ❝❡# '%♦✐#
♠-'❤♦❞❡# ♥❡ ♣❡%♠❡''❡♥' ♣❛# ❞❡ ♣%❡♥❞%❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧❡# ❝❛%❛❝'-%✐#'✐,✉❡# ♠❛'-%✐❛✉① ❧♦%# ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞-❢♦%♠❛'✐♦♥ ❞❡# ❢♦%♠❡# ❣-♦♠-'%✐,✉❡#✳
❆✐♥#✐✱ ❧❡# ✐♥❝♦♥✈-♥✐❡♥'# ❞❡# '%♦✐# ♠-'❤♦❞❡# ❣-♦♠-'%✐,✉❡# ♥❡ ♣❡%♠❡''❡♥' ♣❛# ❧❡✉% ✐♠♣❧-✲
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❚❡♠♣# %-❡❧ ✷✺✪ ✭✰✰✮ ✭✰✰✮ ✭✰✰✮
▼✐#❡ ❡♥ ❞♦♥♥-❡ ✶✺✪ ✭✕✮ ✭✰✮ ✭✰✮
❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ ✕ ❙②♥'❤J#❡# ❞❡# ♠-'❤♦❞❡# ❣-♦♠-'%✐,✉❡#✳
➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
❉!❢♦$♠❛'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦$♠❡ ❣!♦♠!'$✐/✉❡ ✻✼
❙②♥#❤%&❡ ❞❡& ♠*#❤♦❞❡& ♥✉♠*-✐/✉❡& ❞❡ ❞*❢♦-♠❛#✐♦♥
▲✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ♠)*❤♦❞❡$ ♣❤②$✐0✉❡$ ♣2❡♥♥❡♥* ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❧❡$ ❝❛2❛❝*)2✐$*✐0✉❡$ ❞❡$ ♠❛*)✲
2✐❛✉① ❧♦2$ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞)❢♦2♠❛*✐♦♥✳ ▲✬✉*✐❧✐$❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠)*❤♦❞❡ ❇❊▼ ❡$* ❧✐♠✐*)❡ < ❞❡$
♠❛*)2✐❛✉① ❝♦♥*✐♥✉$✱ ✐$♦*2♦♣❡$✱ )❧❛$*✐0✉❡$ ❡* ❧✐♥)❛✐2❡$✳ ❈❡**❡ 2❡$*2✐❝*✐♦♥ ❧✐♠✐*❡ $♦♥ ✉*✐❧✐$❛*✐♦♥
♣❛2 2❛♣♣♦2* ❛✉① ❛✉*2❡$ ♠)*❤♦❞❡$✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛2❛✐$♦♥ ❡$* ❢♦✉2♥✐❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸✳
▲❛ ❣❡$*✐♦♥ ❞❡$ ❧✐❛✐$♦♥$ ❡♥*2❡ ❧❡$ ❢♦2♠❡$ ❣)♦♠)*2✐0✉❡$ )✈✐*❡ ❧❡$ ♣❤)♥♦♠C♥❡$ ❞✬✐♥*❡2♣)♥)*2❛✲
*✐♦♥ ♣2)$❡♥*$ ❞❛♥$ ❧❛ ♠♦❞)❧✐$❛*✐♦♥ ❛❝*✉❡❧❧❡✳ ❈❡**❡ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❛❧✐*) ❡$* 2)❛❧✐$)❡ ♣❛2 ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❞✬✉♥ ♠♦*❡✉2 ❞❡ ❝♦❧❧✐$✐♦♥ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞❡ ❧❛ ♠)*❤♦❞❡ ▼❛$$❡✲❘❡$$♦2*✳
▲❛ ♠)*❤♦❞❡ ➱❧)♠❡♥*$ ❋✐♥✐$ ♥✬❡$* ♣❛$ ✉*✐❧✐$❛❜❧❡ ♣♦✉2 ❢♦✉2♥✐2 ❞❡$ 2)$✉❧*❛*$ ❡♥ *❡♠♣$ 2)❡❧$
❛❧♦2$ 0✉❡ ❝✬❡$* ✉♥❡ ❞❡$ ❝❛2❛❝*)2✐$*✐0✉❡$ ♣2✐♥❝✐♣❛❧❡$ ❞❡ ❧❛ ♠)*❤♦❞❡ ▼❛$$❡✲❘❡$$♦2*✳ ❉❡ ♣❧✉$✱
❝❡**❡ ❞❡2♥✐C2❡ ♠)*❤♦❞❡ ♥❡ ♥)❝❡$$✐*❡ ♣❛$ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①♣❡2*✐$❡ ♣♦✉2 H*2❡ ✉*✐❧✐$)❡ ❡* ♠✐$❡ ❡♥
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❚❡♠♣$ 2)❡❧ ✷✺✪ ✭✕✮ ✭✰✰✮ ✭✰✮ ✭✰✮
▼✐$❡ ❡♥
❞♦♥♥)❡
✶✺✪ ✭✲✮ ✭✰✮ ✭✲✮ ✭✲✮
❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸ ✕ ❙②♥*❤C$❡$ ❞❡$ ♠)*❤♦❞❡$ ♥✉♠)2✐0✉❡$ ❞❡ ❞)❢♦2♠❛*✐♦♥✳
❆ ♣❛2*✐2 ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛2❛✐$♦♥ ❞❡ ❝❡$ ♠)*❤♦❞❡$ ♣❤②$✐0✉❡$ ❡* ❞❡ ❧❛ ♣♦♥❞)2❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛0✉❡
❝2✐*C2❡✱ ❧❛ ♠)*❤♦❞❡ ▼❛$$❡✲❘❡$$♦2* ❡$* ❝❤♦✐$✐❡ ♣♦✉2 ♠♦❞)❧✐$❡2 ❧❛ ❞)❢♦2♠❛*✐♦♥ ❞❡$ ❢♦2♠❡$ ❣)♦✲
♠)*2✐0✉❡ ❞✉ ♣2♦❝)❞) ❞❡ ❢❛❜2✐❝❛*✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛*✐0✉❡✳ ▲❡$ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥$ ❛❝*✉❡❧❧❡$ $❡ ❧✐♠✐*❡♥*
❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞)❢♦2♠❛*✐♦♥ ❞❡$ ♠❛*)2✐❛✉① $♦✉♣❧❡$✱ ♣2✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥* ❞❛♥$ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ♠)✲
❞✐❝❛❧ ❡* ❞✉ *❡①*✐❧❡✳ ❯♥❡ ❛❞❛♣*❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡**❡ ♠)*❤♦❞❡ ❡$* ♥)❝❡$$❛✐2❡ ♣♦✉2 ❧✬❛♣♣❧✐0✉❡2 < ❧❛
❞)❢♦2♠❛*✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛*✐0✉❡ ❞♦♥* ❧❡$ ♣2♦♣2✐)*)$ ♠)❝❛♥✐0✉❡$ ♣2)$❡♥*❡ ✉♥❡ ❣2❛♥❞❡ ✈❛2✐❛❜✐✲
❧✐*)✳ ❆✐♥$✐ ✉♥❡ ♠)*❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛2❛❝*)2✐$❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠)*❤♦❞❡ ▼❛$$❡✲❘❡$$♦2* ❞♦✐* H*2❡ ❞)✈❡❧♦♣♣)❡
♣♦✉2 ❞)❢♦2♠❡2 ❞❡$ ❢♦2♠❡$ 0✉✐ ♠♦❞)❧✐$❡♥* ❧❡$ )❧)♠❡♥*$ ❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛*✐0✉❡✳
✷✳✸ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ▼❛))❡✲❘❡))♦0+ ❛❝+✉❡❧❧❡
❯♥ $②$*C♠❡ ▼❛$$❡✲❘❡$$♦2* ❡$* ❝♦♠♣♦$) ❞❡ ♣❛2*✐❝✉❧❡$ ❡* ❞❡ 2❡$$♦2*$✳ ❯♥❡ ♠❛$$❡ ❡$* ❛$$♦✲
❝✐)❡ < ❝❤❛0✉❡ ♣❛2*✐❝✉❧❡ ❡* ✉♥❡ 2❛✐❞❡✉2 < ❝❤❛0✉❡ 2❡$$♦2* ❞)✜♥✐❡$ < ♣❛2*✐2 ❞✉ ♠❛*)2✐❛✉ ♠♦❞)❧✐$)✳
▲❛ ❞)✜♥✐*✐♦♥ ❞❡$ ♠❛$$❡$ ❡* 2❛✐❞❡✉2$ ♣❡2♠❡**❛♥* ❞❡ ❞)❢♦2♠❡2 ❞❡ ❢❛Y♦♥ ❝♦❤)2❡♥*❡ ✉♥ $②$*C♠❡
♥)❝❡$$✐*❡ ❧❡ ❞)✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥* ❞❡ ♠)*❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛2❛❝*)2✐$❛*✐♦♥✳
➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
✻✽ ❉#❢♦&♠❛)✐♦♥ ✉♥✐)❛✐&❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦&♠❡ ❣#♦♠#)&✐1✉❡
✷✳✸✳✶ ➱%❛% ❞❡ ❧✬❛+% ❞❡, ♠.%❤♦❞❡, ❞❡ ❝❛+❛❝%.+✐,❛%✐♦♥,
❋❧❡❝❤♦♥ '❡❝❡♥(❡ ❧❡( ♠*+❤♦❞❡( ❞❡ ❝❛'❛❝+*'✐(❛+✐♦♥ ❡①✐(+❛♥+❡( ❡+ ❧❡( ❝❧❛((❡ ❡♥ ❞❡✉① ❝❛+*❣♦'✐❡(
❬❋❧❡❝❤♦♥✱ ✷✵✶✶❪ ✿
✕ ▲❡( ♠*+❤♦❞❡( ❞❡ ♠✐♥✐♠✐(❛+✐♦♥ ❡+ ❞✬❛❞❛♣+❛+✐♦♥ ❞✬*♥❡'❣✐❡ ❀
✕ ▲❡( ♠*+❤♦❞❡( ❛♥❛❧②+✐?✉❡(✳
▲❡, ♠.%❤♦❞❡, ❞❡ ♠✐♥✐♠✐,❛%✐♦♥ ❡% ❞✬❛❞❛♣%❛%✐♦♥ ❞✬.♥❡+❣✐❡
A❛'♠✐ ❧❡( ♠*+❤♦❞❡( ❞❡ ♠✐♥✐♠✐(❛+✐♦♥ ❡+ ❞✬❛❞❛♣+❛+✐♦♥ ❞✬*♥❡'❣✐❡✱ ❇✐❛♥❝❤✐ ♣'*❝♦♥✐(❡ ❞❡ ❞*✲
✜♥✐' (✐♠✉❧+❛♥*♠❡♥+ ❧❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥+( ❞❡ '❛✐❞❡✉' ❡+ ❧❛ +♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❬❇✐❛♥❝❤✐ ❡! ❛❧✳✱
✷✵✵✸❪❬❇✐❛♥❝❤✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ A♦✉' ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ (+'❛+*❣✐❡ *✈♦❧✉+✐♦♥♥✐(+❡
✷
❡(+ ❡♠♣❧♦②*❡ ❛✜♥ ❞✬♦♣+✐✲
♠✐(❡' ✉♥❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ ?✉✐ '❡♣'*(❡♥+❡ ❧❛ ❞✐✛*'❡♥❝❡ ❡♥+'❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦'+❡♠❡♥+ ❞✉ ♠♦❞K❧❡ ❞❡ '*❢*'❡♥❝❡
❡+ ❞✉ ♠♦❞K❧❡ *+✉❞✐*✳
❉❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞❡ ❧❛ ♠*+❤♦❞❡ ❡①♣♦(*❡ ♣❛' ❩❡'❜❛+♦ ❬❩❡'❜❛+♦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❧❡( ✐♥❢♦'♠❛+✐♦♥( ♥*✲
❝❡((❛✐'❡( ♣♦✉' ❞*✜♥✐' ❧❛ ♠❛((❡ ❞❡ ❝❤❛?✉❡ ♣❛'+✐❝✉❧❡ (♦♥+ ❡①+'❛✐+❡( P ♣❛'+✐' ❞✬✐♠❛❣❡( ♠*❞✐❝❛❧❡(
♣❡'♠❡++❛♥+ ❞❡ '*❝✉♣*'❡' ❧❡( ❞❡♥(✐+*( ❧♦❝❛❧❡( ❞❡ ❧✬♦❜❥❡+ ♠♦❞*❧✐(*✳ ❯♥ ❛❧❣♦'✐+❤♠❡ ❣*♥*+✐?✉❡
❡(+ ✉+✐❧✐(* ♣♦✉' ❞*✜♥✐' ❧❛ '❛✐❞❡✉' ❞❡( '❡((♦'+( ♠✐♥✐♠✐(❛♥+ ❧❡( ❞✐✛*'❡♥❝❡( ❡♥+'❡ ❧❡( ♠❡(✉'❡( ❞❡
❞*❢♦'♠❛+✐♦♥ ❢❛✐+❡( (✉' ✉♥ ♠♦❞K❧❡ '*❡❧ ❡+ ❧❡ ❝♦♠♣♦'+❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡+ ✈✐'+✉❡❧✳
❊♥ ❡✛❡+✱ ❝❡( ♠*+❤♦❞❡( (✬❛♣♣✉✐❡♥+ (✉' ❧✬✐❞❡♥+✐✜❝❛+✐♦♥ ❡♠♣✐'✐?✉❡ ❞❡( ♣❛'❛♠K+'❡( ♣♦✉'
♦❜+❡♥✐' ✉♥ '*(✉❧+❛+ ✈✐(✉❡❧ ♣'♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ '*❛❧✐+* ♣❤②(✐?✉❡✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉(✐♦♥✱ ❧❡ +❡♠♣( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❡①❝❡((✐❢ ❡+ ❧❛ ♥*❝❡((✐+* ❞✬❛✈♦✐' ✉♥❡ (♦❧✉+✐♦♥ ❞❡ '*❢*'❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡'♠❡++❡♥+ ♣❛( ❞✬✉+✐❧✐(❡' ❝❡(
♠*+❤♦❞❡( ❞❡ ♠✐♥✐♠✐(❛+✐♦♥ ❡+ ❞✬❛❞❛♣+❛+✐♦♥ ❞✬*♥❡'❣✐❡ ♣♦✉' '*❛❧✐(❡' ❧❡ ♣❛'❛♠*+'❛❣❡ ❞✉ (②(+K♠❡
▼❛((❡✲❘❡((♦'+ ❞❛♥( ♥♦( +'❛✈❛✉①✳
▲❡, ♠.%❤♦❞❡, ❛♥❛❧②%✐8✉❡,
▲❡( ♠*+❤♦❞❡( ❛♥❛❧②+✐?✉❡( ❝♦♥(✐(+❡♥+ P ❢♦'♠✉❧❡' ❧❡( ♣❛'❛♠K+'❡( ❞❡( (②(+K♠❡( ▼❛((❡✲
❘❡((♦'+ P ♣❛'+✐' ❞✬❡①♣'❡((✐♦♥( ❛♥❛❧②+✐?✉❡(✳ ❈❡( ❞❡'♥✐K'❡( ♣❡✉✈❡♥+ W+'❡ ❞❡( ❧♦✐( ❞❡ ♠*❝❛♥✐?✉❡
❞❡( ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥+✐♥✉( ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡✳
❚❡'③♦♣♦✉❧♦( ❡(+ ❧❡ ♣'❡♠✐❡' P ❛✈♦✐' ♣'♦♣♦(* ✉♥❡ ♠*+❤♦❞❡ ❛♥❛❧②+✐?✉❡ ❬❚❡'③♦♣♦✉❧♦( ❡! ❛❧✳✱
✶✾✾✶❪ ?✉✐ ❞*'✐✈❡ ❞❡( *?✉❛+✐♦♥( ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝+✐✈✐+* +❤❡'♠✐?✉❡✳ ❙❛ ♠♦❞*❧✐(❛+✐♦♥ ♣❡'♠❡+ ❞❡
(✐♠✉❧❡' ❧❡ +'❛♥(❢❡'+ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉' ❞❛♥( ✉♥ (②(+K♠❡ ▼❛((❡✲❘❡((♦'+ ✈♦❧✉♠✐?✉❡✳
❱❛♥ ●❡❧❞❡' ❡①♣♦(❡ ✉♥❡ ♠*+❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛'❛❝+*'✐(❛+✐♦♥ ❜❛(*❡ (✉' ❧❡( *?✉❛+✐♦♥( ❞❡ ❧❛ ♠*✲
❝❛♥✐?✉❡ ❞❡( ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥+✐♥✉(✳ ❊❧❧❡ ❡(+ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉' ✉♥ ♠❛+*'✐❛✉ *❧❛(+✐?✉❡ ✐(♦+'♦♣❡ ❡+ ♣♦✉'
❞❡( ♠❛✐❧❧❛❣❡( +'✐❛♥❣✉❧❛✐'❡( ♦✉ +*+'❛*❞'✐?✉❡( ❬❱❛♥ ●❡❧❞❡'✱ ✶✾✾✽❪✳ ❈❡++❡ ♠*+❤♦❞❡ ♠♦♥+'❡ ?✉❡
❧❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥+( ❞❡ '❛✐❞❡✉' ❞❡ ❝❤❛?✉❡ '❡((♦'+ (✉' ✉♥ ♠W♠❡ ♦❜❥❡+ ❞♦✐✈❡♥+ W+'❡ ❞✐✛*'❡♥+( (❡❧♦♥
❧❡✉' ♣♦(✐+✐♦♥ ❞❛♥( ❧✬♦❜❥❡+✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+ ❝❡++❡ ♠*+❤♦❞❡ ♥✬❡(+ ✈❛❧❛❜❧❡ ?✉❡ ♣♦✉' ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ❞❡
♣♦✐((♦♥ ♥✉❧✱ ❝❡ ?✉✐ ♥✬❡(+ ♣❛( ❧❡ ❝❛( ❞❛♥( ♥♦( +'❛✈❛✉①✳
✷✳ ❚❤$♦&✐❡ ❞❡ ♠❛,❤❡✉&✐.,✐/✉❡ ❞✬♦♣,✐♠✐.❛,✐♦♥
➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
❉!❢♦$♠❛'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦$♠❡ ❣!♦♠!'$✐/✉❡ ✻✾
❏❛♥##♦♥ ❡& ❛❧✳ ❞*✜♥✐& ✉♥ ♠♦❞/❧❡ ▼❛##❡✲❘❡##♦3& ♣♦✉3 ❝❛❧❝✉❧❡3 ❞❡# ❞*❢♦3♠❛&✐♦♥# ❞❡ &✐##✉#
❞❛♥# ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐♦♠*❞✐❝❛❧ ♠❛✐# ❝❡ ♠♦❞/❧❡ ♥❡ ♣3❡♥❞ ♣❛# ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❡# ♣❛3❛♠/&3❡# 3*❡❧# ❞❡#
♠❛&*3✐❛✉① ❬❏❛♥##♦♥ ❡& ❱❡3❣❡❡#&✱ ✷✵✵✷❪✳ ▲❧♦②❞ 3❡♣3❡♥❞ ❝❡&&❡ ♠*&❤♦❞❡ ❡& *♥♦♥❝❡ ✉♥❡ ♠*&❤♦❞❡
❞❡ ❝❛3❛❝&*3✐#❛&✐♦♥ ❜❛#*❡ #✉3 ❧❛ ❝♦♠♣❛3❛✐#♦♥ ❞❡# ♠❛&3✐❝❡# ❞❡ 3❛✐❞❡✉3 ❞✉ #②#&/♠❡ ♠♦❞*❧✐#* ♣❛3
▼❛##❡✲❘❡##♦3& ❡& ♣❛3 ➱❧*♠❡♥&# ❋✐♥✐#✳ ❈❡&&❡ ♠*&❤♦❞❡ ❡#& ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉3 ❞❡# ♠❛✐❧❧❛❣❡# &3✐❛♥❣✉✲
❧❛✐3❡#✱ 3❡❝&❛♥❣✉❧❛✐3❡# ♦✉ &*&3❛*❞3✐G✉❡# ❬▲❧♦②❞ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥& ❡❧❧❡ ❡#& 3❡#&3❡✐♥&❡ ❛✉①
♠❛&*3✐❛✉① ❛②❛♥& ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❞❡ I♦✐##♦♥ *❣❛❧ ✵✳✸ ❝❛3 ♣♦✉3 ❝❡&&❡ ✈❛❧❡✉3 ❧✬❡33❡✉3 ❡#& ♠✐♥✐♠✐✲
#*❡✳ ❊♥✜♥✱ ◆❛&#✉♣❛❦♣♦♥❣ ♣3♦♣♦#❡ ✉♥❡ ❛♣♣3♦❝❤❡ #✐♠✐❧❛✐3❡ P ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲❧♦②❞ ❡& ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣♦✉3
❞❡# ♠♦❞/❧❡# ✷❉ ❡& ✸❉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❝❡&&❡ ♠*&❤♦❞❡ ♥✬❛❜♦✉&✐& ♣❛# P ❞❡# *G✉❛&✐♦♥# ❛♥❛❧②&✐G✉❡#
❣*♥*3❛❧❡# ♠❛✐# P ❞❡# ❡①❡♠♣❧❡# ❞❡ ❝❛# ♣❛3&✐❝✉❧✐❡3 ❬◆❛&#✉♣❛❦♣♦♥❣ ❡& ❈❡♥❦ ❈❡✈✉#♦❣❧✉✱ ✷✵✶✵❪✳
❇❛✉❞❡& ♣3*#❡♥&❡ ✉♥❡ ♠*&❤♦❞❡ ❜❛#*❡ #✉3 ❧✬✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥#&❛♥&❡ ❞❡ 3❛✐❞❡✉3 ♣❛3
3❛♣♣♦3& ❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣ ❡& ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❞❡ I♦✐##♦♥ ❬❇❛✉❞❡&✱ ✷✵✵✻❪✳ ▲✬❛✉&❡✉3 ♣3♦♣♦#❡
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦3✐❣✐♥❛❧✱ ♣♦✉3 3*❛❧✐#❡3 ❝❡&&❡ ✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥#✐♦♥# ✭❋✐❣✉3❡ ✸✳✶✵✮✳ ❉❡#
&❡#&# ❞❡ ❝✐#❛✐❧❧❡♠❡♥&✱ ❞❡ &3❛❝&✐♦♥ ❡& ❞❡ ❝♦♠♣3❡##✐♦♥ #♦♥& 3*❛❧✐#*# ♣♦✉3 ❞*✜♥✐3 ❧❡# 3❛✐❞❡✉3# ❞❡#
❞✐✛*3❡♥&# 3❡##♦3&#✳ ❈❡# &3❛✈❛✉① ♣❡3♠❡&&❡♥& ❞❡ ❝❛3❛❝&*3✐#❡3 ✉♥ #②#&/♠❡ ▼❛##❡✲❘❡##♦3& ❞❛♥#
❧❡ ❝❛# ❞✬✉♥ ♠❛&*3✐❛✉ ❧✐♥*❛✐3❡✱ ❤♦♠♦❣/♥❡✱ ✐#♦&3♦♣❡ ❡♥ ✷❉ ✭❊G✉❛&✐♦♥# ✸✳✺✮✳
▲❡ ♣❛3❛♠*&3❛❣❡ ♣3♦♣♦#* ♣❛3 ❇❛✉❞❡& ❡#& 3*❛❧✐#* #✉3 ✉♥ #❡✉❧ *❧*♠❡♥& G✉❛❞3❛♥❣❧❡ ❞✉ #②#✲
&/♠❡ ▼❛##❡✲❘❡##♦3&✳ ❙✐ ✉♥ #②#&/♠❡ ❡#& ❝♦♠♣♦#* ❞❡ ♣❧✉#✐❡✉3# *❧*♠❡♥&#✱ ❝❡# ❞❡3♥✐❡3# #♦♥&
❝❛3❛❝&*3✐#*# ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥& ❡& ❛##❡♠❜❧*# ❡♥#✉✐&❡✳ ▲♦3# ❞❡ ❧✬❛##❡♠❜❧❛❣❡✱ ❧❡# 3❡##♦3&# ❧❛&*✲
3❛✉① ❞❡# *❧*♠❡♥&# #♦♥& ❞*❞♦✉❜❧*# ❡& ❧❡# 3❡##♦3&# ❡♥ ♣❛3❛❧❧/❧❡ #♦♥& #♦♠♠*# ❡♥ ❛♣♣❧✐G✉❛♥& ❧❛
&❤*♦3✐❡ ❞❡# 3❡##♦3&# ❡♥ ♣❛3❛❧❧/❧❡✳
▲❡# ❢♦3♠✉❧❡# ♣❡3♠❡&&❛♥& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡3 ❧❡# 3❛✐❞❡✉3# ❞❡# 3❡##♦3&# ❧❛&*3❛✉① K1✱ K2 ✭✜❣✉3❡
✸✳✶✵✮ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥#✐♦♥# #♦♥& ✿
K1 =


















E ❡#& ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡& ν ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❞❡ I♦✐##♦♥ ❞✉ ♠❛&*3✐❛✉ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡& ❡& h0 ❡&
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❘❡##♦+* ❛##♦❝✐,✳
✷✳✶ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❣$♦♠$(,✐-✉❡ ❞✬✉♥ 2②2(4♠❡ ❞❡ ❢♦,♠❡2 ❣$♦♠$(,✐-✉❡2
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▲❛ ❞)❢♦&♠❛,✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉*✐❡✉&* ❢♦&♠❡* ❣)♦♠),&✐:✉❡* ❛**❡♠❜❧)❡* *♦✉* ❢♦&♠❡ ❞❡ *②*,C♠❡ ✐♠✲
♣❧✐:✉❡ ❧❛ ❣❡*,✐♦♥ ❞❡* ✐♥,❡&❢)&❡♥❝❡* ❡♥,&❡ ❧❡* ❢♦&♠❡* ♣✉✐*:✉❡ ❞❡* *②*,C♠❡* ✐♥,❡&❛❣✐**❡♥, ❧♦&* ❞❡
❧❛ ♠♦❞)❧✐*❛,✐♦♥ ❞✉ ♣&♦❝)❞) ❞❡ ❢❛❜&✐❝❛,✐♦♥✳ ▲❛ ♠♦❞)❧✐*❛,✐♦♥ ▼✐❝❤❡❧✐♥ ♥❡ ♣&❡♥❞ ♣❛* ❡♥ ❝♦♠♣,❡
*❡* ❝♦♥,&❛✐♥,❡* ❡, &❡♥❞ ♣♦**✐❜❧❡ ❧✬✐♥,❡&♣)♥),&❛,✐♦♥ ❡♥,&❡ ❧❡* ❢♦&♠❡* ❣)♦♠),&✐:✉❡*✳ ❆✜♥ :✉❡ ❧❛
♠♦❞)❧✐*❛,✐♦♥ ▼❛**❡✲❘❡**♦&, ♥❡ ♣&)*❡♥,❡ ♣❛* ❝❡,,❡ ❧✐♠✐,❡✱ ❝❡ ♣&♦❜❧C♠❡ ❞✬✐♥,❡&❛❝,✐♦♥ ❡♥,&❡ ❧❡*
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✹✳✶✺✮✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✺ ✕ ❙❝❤0♠❛ ❞❡ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧✐#✐♦♥ ❡♥.-❡
❞❡✉① ❢♦-♠❡# ❞0❢♦-♠❛❜❧❡# ❡. ✉♥❡ ❢♦-♠❡ ✐♥❞0❢♦-♠❛❜❧❡✳
A♦✉- ❧❡ ♠♦❞)❧❡ ▼✐❝❤❡❧✐♥✱ ❧❡# ❞❡✉① ❢♦-♠❡# ❣0♦♠0.-✐7✉❡# -❡❝.❛♥❣✉❧❛✐-❡# #♦♥. ❞0✜♥✐❡# ❡. ❧❛
❢♦-♠❡ ❧❛ ♣❧✉# ♣❡.✐.❡✱ ❋♦-♠❡ ✶✱ ❡#. ♣♦#✐.✐♦♥♥0❡ #✉- ❧❛ ❋♦-♠❡ ✷✳ ❈❡..❡ ❞❡-♥✐)-❡ ❡#. ❡❧❧❡✲♠S♠❡
♣❧❛❝0❡ #✉- ✉♥❡ ❞-♦✐.❡ ♠♦❞0❧✐#❛♥. ❧✬♦✉.✐❧❧❛❣❡✳ ▲❛ ❞-♦✐.❡ ❡#. ❡♥#✉✐.❡ .-❛♥#❧❛.0❡ ❞❡ ✷ ♠♠ ❛✜♥
❞✬♦❜.❡♥✐- ❧❛ ❞✐#.❛♥❝❡ ❞✬❡♥❝❛#.-❡♠❡♥. #♦✉❤❛✐.0❡✳
▲❡ ♠♦❞)❧❡ ▼❛##❡✲❘❡##♦-. ❡#. ❝♦♥#.-✉✐. #✉- ❧❛ ❜❛#❡ ❞✬✉♥ #②#.)♠❡ ❞❡ ❢♦-♠❡# ❣0♦♠0.-✐7✉❡#✱
♣-0#❡♥.0❡ ❙❡❝.✐♦♥ ✷ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐.-❡✳ ▲❡# ♠❛##❡# ❞❡# ♣❛-.✐❝✉❧❡# #♦♥. ❝❛❧❝✉❧0❡# E ♣❛-.✐- ❞❡ ❧❛
-❡❧❛.✐♦♥ ✸✳✻ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛##❡ ✈♦❧✉♠✐7✉❡ ♣♦✉- ❧✬❛❝✐❡- ❞❡ ✼✺✵✵ ❦❣/♠3 ❡" ♣♦✉& ❧❡ ❝❛♦✉"❝❤♦✉❝ ❞❡
✾✷✵ ❦❣/♠3✳ ❈♦♥❝❡&♥❛♥" ❧❡4 &❛✐❞❡✉&4 ❞❡4 &❡44♦&"4✱ ✉♥❡ &❛✐❞❡✉& ❞❡ ✶✯✶✵3 ◆/♠ ❡4" ✉"✐❧✐4:❡ ♣♦✉&
♠♦❞:❧✐4❡& ❧❡4 :❧:♠❡♥"4 ❡♥ ❝❛♦✉"❝❤♦✉❝ ❡" ✉♥❡ &❛✐❞❡✉& ❞❡ ✷✶✵✳✶✵
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◆/♠ ♣♦✉& ❧✬:❧:♠❡♥" ❡♥ ❛❝✐❡&✳
➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
✶✶✹ ❉#❢♦&♠❛)✐♦♥ ♣❤②/✐0✉❡ ❞✬✉♥ /②/)5♠❡ ❞❡ ❢♦&♠❡/ ❣#♦♠#)&✐0✉❡/
▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉(✐❧✐)* ❡)( ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥(.❛✐♥( ❛✈❡❝ ✉♥❡ (❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❞❡ ✶ ♠♠✳ 3♦✉. ♠♦❞*✲
❧✐)❡. ❧❡ ❝♦♥(❛❝( ❡♥(.❡ ❧❡) ❞❡✉① ❢♦.♠❡) ❣*♦♠*(.✐7✉❡)✱ ✉♥ ♦✉(✐❧ ❞❡ ❞*(❡❝(✐♦♥ ❞❡) ✐♥(❡.❢*.❡♥❝❡)
❡♥(.❡ ❧❡) ❢♦.♠❡) ❣*♦♠*(.✐7✉❡)✱ ❜❛)* )✉. ✉♥❡ ♠*(❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❣*♦♠*(.✐7✉❡✱ ❡)( ✉(✐❧✐)*✳ ❊♥✲
✜♥ ♣♦✉. ❝❡((❡ ♠❛7✉❡((❡ ❧❛ (.✐♥❣❧❡ ❡)( (.❛♥)❧❛(*❡ ❞❡ ✷ ♠♠ ♣♦✉. ♦❜(❡♥✐. ❧✬*❝.❛)❡♠❡♥( )♦✉❤❛✐(*✳
3♦✉. ❧❛ ♠♦❞*❧✐)❛(✐♦♥ ➱❧*♠❡♥() ❋✐♥✐)✱ ❧❡) ❢♦.♠❡) .❡❝(❛♥❣✉❧❛✐.❡) )♦♥( ❝❛.❛❝(*.✐)*❡) ♣❛. ✉♥
♠❛(*.✐❛✉ ❝❛♦✉(❝❤♦✉❝ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣ ✶ ▼3❛ ❡( ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥( ❞❡ 3♦✐))♦♥ ✵✱✺ ❡( ❧❛ ❢♦.♠❡
❝✐.❝✉❧❛✐.❡ ♣❛. ✉♥ ♠❛(*.✐❛✉ ❛❝✐❡. ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣ ✷✶✵✵✵✵▼3❛ ❡( ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥( ❞❡ 3♦✐))♦♥
✵✱✸✳ ▲❡) ❢♦.♠❡) .❡❝(❛♥❣✉❧❛✐.❡) )♦♥( ❞*❥I ♣❧❛❝*❡) ❧❡) ✉♥❡) ♣❛. .❛♣♣♦.( ❛✉① ❛✉(.❡) I ❧✬*(❛(
✐♥✐(✐❛❧ ❞❡ ❧❛ )✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❡( ❧❡ ♠J♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 7✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞*✜♥✐ ♣♦✉. ❧❡ ♠♦❞K❧❡ ▼❛))❡✲❘❡))♦.(
❡)( ✉(✐❧✐)*✳ 3♦✉. ❝❡((❡ ♠♦❞*❧✐)❛(✐♦♥ ❧❛ ❝♦✉.❜❡ ❜❛))❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦.♠❡ .❡❝(❛♥❣✉❧❛✐.❡ ❧❛ ♣❧✉) ❣.❛♥❞❡
❡)( ♣✐❧♦(*❡ ❡♥ ❞*♣❧❛❝❡♠❡♥( 7✉✐ ❝♦..❡)♣♦♥❞ I ✉♥❡ (.❛♥)❧❛(✐♦♥ ❞❡ ✷ ♠♠✳
✹✳✷✳✷ ❘$%✉❧(❛(%
▲❛ ❋✐❣✉.❡ ✹✳✶✻ ♠♦♥(.❡ ❧❡) .*)✉❧(❛() ❞❡ ❞*❢♦.♠❛(✐♦♥) ♦❜(❡♥✉) ❛✈❡❝ ❝❤❛7✉❡ ♠♦❞*❧✐)❛(✐♦♥✳
3♦✉. ❧❡ ♠♦❞K❧❡ ▼✐❝❤❡❧✐♥✱ ❧❡) ❞❡✉① ❢♦.♠❡) .❡❝(❛♥❣✉❧❛✐.❡) ♥❡ )❡ ❞*❢♦.♠❡♥( ♣❛) ❡( ✐♥(❡.♣*♥K(.❡♥(
❧❛ ❢♦.♠❡ ❝✐.❝✉❧❛✐.❡✳ ❈❡ ♥✬❡)( ♣❛) ❧❡ ❝❛) ♣♦✉. ❧❡) ❞❡✉① ❛✉(.❡) ♠♦❞K❧❡) ♦P ✉♥ *❝.❛)❡♠❡♥( ❞❡
❝❡) ❢♦.♠❡) )❡ ♣.♦❞✉✐(✳
✭❛✮ ▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ▼✐❝❤❡❧✐♥✳
✭❜✮ ▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ▼❛&&❡✲❘❡&&♦0(✳
✭❝✮ ▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ➱❧#♠❡♥(& ❋✐♥✐&✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✻ ✕ ▼♦❞*❧✐)❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧✐)✐♦♥ ❡♥(.❡ ✉♥❡ ❢♦.♠❡ ✐♥❞*❢♦.♠❛❜❧❡ ❡( ❞❡✉① ❢♦.♠❡)
❞*❢♦.♠❛❜❧❡)✳
3♦✉. ❝♦♠♣❛.❡. ❧❡) .*)✉❧(❛() ❞❡ ❧❛ ♠❛7✉❡((❡ .*❛❧✐)*❡ ❛✈❡❝ ❧❡) (.♦✐) ♠♦❞K❧❡)✱ ❧❡) ✐♥❞✐❝❛(❡✉.)
❞❡ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡ ❞*✜♥✐) ♣.*❝*❞❡♠♠❡♥( )♦♥( .❡♣.✐) ❞❛♥) ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✳
➱✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡* ♦✉%✐❧* ❞❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣-♦❝0❞0 ❞❡ ❢❛❜-✐❝❛%✐♦♥ ❞❡* ♣♥❡✉♠❛%✐3✉❡* ❛✈❛♥% ❝✉✐**♦♥
▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ♠#❝❛♥✐,✉❡ ❞✉ ♣0♦❝#❞# ❞❡ ❢❛❜0✐❝❛(✐♦♥ ✶✶✺
 ❛" "❛♣♣♦"% & ❧✬✐♥%❡"♣,♥,%"❛%✐♦♥ ❞❡ ♠❛%✐/"❡✱ ❧❛ ♠❛1✉❡%%❡ ",❛❧✐3,❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦❞,❧✐3❛%✐♦♥
▼✐❝❤❡❧✐♥ ♠♦♥%"❡ 1✉❡ ❧❛ ❢♦"♠❡ ✶ ❡3% ♣",3❡♥%❡ & ❧✬✐♥%,"✐❡✉" ❞❡ ❧❛ ❢♦"♠❡ ❝✐"❝✉❧❛✐"❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✐"❡
❞✬✐♥%❡"♣,♥,%"❛%✐♦♥ ❞❡ ✵✱✽✸✷ ♠♠
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✳  ❛" ❝♦♥%"❡✱ ❧❡3 ♠❛1✉❡%%❡3 ",❛❧✐3,❡3 ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦❞,❧✐3❛%✐♦♥
▼❛33❡✲❘❡33♦"% ❡% ❧❛ ♠,%❤♦❞❡ ♣❛" ➱❧,♠❡♥%3 ✜♥✐3 ♥❡ ♣",3❡♥%❡♥% ♣❛3 ❞✬✐♥%❡"♣,♥,%"❛%✐♦♥ ❞❡
♠❛%✐/"❡ ❡♥%"❡ ❧❡3 ❞❡✉① ❢♦"♠❡3 "❡❝%❛♥❣✉❧❛✐"❡3 ❡% ❧❛ ❢♦"♠❡ ❝✐"❝✉❧❛✐"❡✳
❆✉ 3✉❥❡% ❞❡ ❧✬,❝"❛3❡♠❡♥% 3♦✉3 ❧❛ ❢♦"♠❡ ❝✐"❝✉❧❛✐"❡✱ ❧❡3 ❞❡✉① ❢♦"♠❡3 "❡❝%❛♥❣✉❧❛✐"❡3 ♥❡ 3❡
❞,❢♦"♠❡♥% ♣❛3 ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦❞,❧✐3❛%✐♦♥ ▼✐❝❤❡❧✐♥ ❝♦♥%"❛✐"❡♠❡♥% & ❧❛ ♠♦❞,❧✐3❛%✐♦♥ ▼❛33❡✲❘❡33♦"%
♦G ✉♥ ,❝"❛3❡♠❡♥% 3❡ ♣"♦❞✉✐% ❛✈❡❝ ✉♥ ,❝❛"% ❞❡ ✶✱✷✪ ♣❛" "❛♣♣♦"% & ❝❡❧✉✐ ♦❜%❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❛
♠♦❞,❧✐3❛%✐♦♥ ➱❧,♠❡♥%3 ❋✐♥✐3✳
▲✬,❝"❛3❡♠❡♥% ❞❡3 ❢♦"♠❡3 ❞,❢♦"♠❛❜❧❡3 ♥✬❛ ♣❛3 ❧✐❡✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦❞,❧✐3❛%✐♦♥ ▼✐❝❤❡❧✐♥✱ ❛✐♥3✐
❧✬❛✐"❡ ❞❡3 ❞❡✉① ❢♦"♠❡3 "❡❝%❛♥❣✉❧❛✐"❡3 ❛♣"/3 ❞,❢♦"♠❛%✐♦♥ ❡3% ,❣❛❧❡ & ❝❡❧❧❡ ❛✈❛♥% ❞,❢♦"♠❛%✐♦♥✳
 ❛" ❝♦♥%"❡ ❧✬❛✐"❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦"♠❡ ✶ ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❡ ✶✱✵✾ ♠♠
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2
❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞/❧❡ ▼❛33❡✲❘❡33♦"%✳ ❈❡%%❡ ✈❛"✐❛%✐♦♥ ❞✬❛✐"❡ ♣♦✉" ❧❡3 ❞❡✉① ❢♦"♠❡3 ❣,♦♠,%"✐1✉❡3 ❡3%
,1✉✐✈❛❧❡♥%❡ & ❝❡❧❧❡ ❝♦♥3%❛%,❡ 3✉" ❧❛ ♠❛1✉❡%%❡ ",❛❧✐3,❡ ♣❛" ➱❧,♠❡♥%3 ❋✐♥✐3 ♣✉✐31✉❡ ❧✬,❝❛"%
❡♥%"❡ ❝❡3 ❞❡✉① ♠♦❞/❧❡3 ❡3% ✐♥❢,"✐❡✉" ♦✉ ,❣❛❧ & ✵✱✺✪✳ ❆✐♥3✐✱ ❧❡3 ",3✉❧%❛%3 ❞❡ ❧❛ ❞,❢♦"♠❛%✐♦♥
❞❡3 ❢♦"♠❡3 "❡❝%❛♥❣✉❧❛✐"❡3 %"❛❞✉✐3❡♥% ❧❛ ♣"✐3❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❧✬,❧❛3%✐❝✐%, ❞✉ ♠❛%,"✐❛✉ ❛✈❡❝ ❧❡
♠♦❞/❧❡ ▼❛33❡✲❘❡33♦"%✳
▲❡ %❡♠♣3 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞,❧✐3❛%✐♦♥ ▼✐❝❤❡❧✐♥✱ 1✉✐ ♥❡ ❝❛❧❝✉❧❡ 1✉❡ ❧❡3 ,%❛♣❡3 ✐♥✐%✐❛❧❡ ❡%
✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞,❢♦"♠❛%✐♦♥✱ ❢♦✉"♥✐% ✉♥ ",3✉❧%❛% ❡♥ %❡♠♣3 ",❡❧✳ ▲❡ ",3✉❧%❛% ❞❡ ❧❛ ❞,❢♦"♠❛%✐♦♥
♣♦✉" ❧❡ ♠♦❞/❧❡ ▼❛33❡✲❘❡33♦"% ❡3% ♦❜%❡♥✉ ❡♥ ✷✺ 3❡❝♦♥❞❡3 ❡% ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞/❧❡ ♣❛" ➱❧,♠❡♥%3














➱❝"❛3❡♠❡♥% 3♦✉3 ❧❛ ❢♦"♠❡
✐♥❞,❢♦"♠❛❜❧❡
✵ ♠♠ ✶✱✻✸✺ ♠♠ ✶✱✻✷ ♠♠
➱❝❛"% ❞❡ ❞,❢♦"♠❛%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
▼,%❤♦❞❡ ➱❧❡♠❡♥%3 ❋✐♥✐3
✴ ✵✱✾✪ ✴
❆✐"❡ ✐♥✐%✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦"♠❡ ✶
✻✺ ♠♠
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➱❝❛"% ❞❡ ❞,❢♦"♠❛%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
▼,%❤♦❞❡ ➱❧❡♠❡♥%3 ❋✐♥✐3
✶✱✺✪ ✵✱✶✪ ✪
❆✐"❡ ✐♥✐%✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦"♠❡ ✷ ✹✵ ♠♠
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➱❝❛"% ❞❡ ❞,❢♦"♠❛%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
▼,%❤♦❞❡ ➱❧❡♠❡♥%3 ❋✐♥✐3
✷✱✷✼✪ ✵✱✺✪ ✴
❚❡♠♣3 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❚❡♠♣3 ",❡❧ ✷✺ 3 ✸✵✵ 3
❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛"❛✐3♦♥ ❞❡3 ♠♦❞/❧❡3 ▼✐❝❤❡❧✐♥ ❡% ▼❛33❡✲❘❡33♦"% ♣♦✉" ❧❛ ♠♦❞,❧✐3❛%✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧✐3✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦"♠❡ ✐♥❞,❢♦"♠❛❜❧❡✳















✶✷✵ ❉$❢♦'♠❛*✐♦♥ ♣❤②0✐1✉❡ ❞✬✉♥ 0②0*6♠❡ ❞❡ ❢♦'♠❡0 ❣$♦♠$*'✐1✉❡0
 ♦✉# ❝♦♠♣❛#❡# ❧❡* #+*✉❧,❛,* ✐**✉* ❞❡* ,#♦✐* ♠♦❞/❧❡*✱ ❧❡* ✐♥❞✐❝❛,❡✉#* ❞❡ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡ *♦♥,
#❡♣#✐* ❞❛♥* ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸ ❡, ❧❛ ♠♦❞+❧✐*❛,✐♦♥ ▼✐❝❤❡❧✐♥ *❡#, ❞❡ #+❢+#❡♥❝❡✳
▲❛ ❝♦♠♣❛#❛✐*♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐#❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦#♠❡ ✐♥✐,✐❛❧❡ < ❝❡❧❧❡ ❞+❢♦#♠+❡ ♠♦♥,#❡ =✉❡ ❧✬❛✐#❡ ❡*,
❝♦♥*❡#✈+❡ ♣♦✉# ❧❛ ♠♦❞+❧✐*❛,✐♦♥ ▼✐❝❤❡❧✐♥ ❝♦♥,#❛✐#❡♠❡♥, ❛✉① ♠♦❞+❧✐*❛,✐♦♥* ▼❛**❡✲❘❡**♦#, ❡,
➱❧+♠❡♥,* ❋✐♥✐*✳
❉❡ ♣❧✉*✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛#❛✐*♦♥ ❞❡* ❛✐#❡* ❞❡* ❢♦#♠❡* ❞+❢♦#♠+❡* ♦❜,❡♥✉❡* ❛✈❡❝ ❧❡* ♠♦❞/❧❡* ▼❛**❡✲
❘❡**♦#, ❡, ➱❧+♠❡♥,* ❋✐♥✐* ♣❛# #❛♣♣♦#, < ❝❡❧❧❡ ♦❜,❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠+,❤♦❞❡ ▼✐❝❤❡❧✐♥ ♠♦♥,#❡ =✉❡
❧✬+❝❛#, ❡♥,#❡ ❧❡* ♠♦❞/❧❡* ❡*, ✐♥❢+#✐❡✉# < ✶✪✳
▲❛ ❝♦♠♣❛#❛✐*♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞❡ ❧❛ ❝♦✉#❜❡ ❜❛**❡ ♠♦♥,#❡ =✉❡ ❧❡ ♠♦❞/❧❡ ▼❛**❡✲❘❡**♦#,
♣#+*❡♥,❡ ✉♥ +❝❛#, ✐♥❢+#✐❡✉# < ✸✪ ♣❛# #❛♣♣♦#, < ❧❛ ❞+❢♦#♠+❡ ♦❜,❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ▼♦❞/❧❡ ▼✐❝❤❡❧✐♥
❡, ❧❡ ♠♦❞/❧❡ ➱❧+♠❡♥,* ❋✐♥✐* ♣#+*❡♥,❡ ✉♥ +❝❛#, ✐♥❢+#✐❡✉# < ✶✪✳
▲❡ ,❡♠♣* ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠+,❤♦❞❡ ▼✐❝❤❡❧✐♥ ❡*, ❡♥ ,❡♠♣* #+❡❧ ❛❧♦#* =✉❡ ❧❛ ♠♦❞+❧✐*❛,✐♦♥
▼❛**❡✲❘❡**♦#, ❢♦✉#♥✐, ✉♥ #+*✉❧,❛, ❡♥ ✶✽✵ *❡❝♦♥❞❡* ♣♦✉# ❝❡,,❡ +,❛♣❡✳ ❈❡ ❞❡#♥✐❡# ,❡♠♣* ❞❡
❝❛❧❝✉❧ *✬❡①♣❧✐=✉❡ ♣❛# ❧✬✉,✐❧✐*❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉,✐❧ ❞❡ ❞+,❡❝,✐♦♥ ❞❡* ✐♥,❡#❢+#❡♥❝❡* ❡♥,#❡ ❧❡* ❢♦#♠❡*
❣+♦♠+,#✐=✉❡*✳ ❈❡, ♦✉,✐❧ ♣❡#♠❡, ❞✬♦❜,❡♥✐# ❧❛ ❞+❢♦#♠❛,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦#♠❡ ❛✉,♦✉# ❞✬✉♥❡ ❢♦#♠❡
✐♥❞+❢♦#♠❛❜❧❡ *❛♥* =✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐, ❞✬✐♥,❡#♣+♥+,#❛,✐♦♥ ❞❡ ♠❛,✐/#❡✳ ▲❡ ,❡♠♣* ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
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➱❝❛#, ❞❡ ❞+❢♦#♠❛,✐♦♥ ♣❛# #❛♣♣♦#, ❛✉
♠♦❞/❧❡ ▼✐❝❤❡❧✐♥
✴ ✵✱✸✪ ✶✪
▲♦♥❣✉❡✉# ■♥✐,✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉#❜❡ ❜❛**❡ ✼✻ ♠♠
▲♦♥❣✉❡✉# ❋✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉#❜❡ ❜❛**❡ ✼✾✱✺✹ ♠♠ ✽✶✱✽✶ ♠♠ ✼✾✱✵✼ ♠♠
➱❝❛#, ❞❡ ❞+❢♦#♠❛,✐♦♥ ♣❛# #❛♣♣♦#, ❛✉
♠♦❞/❧❡ ▼✐❝❤❡❧✐♥
✴ ✷✱✽✪ ✵✱✻✪
❚❡♠♣* ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❚❡♠♣* #+❡❧ ✶✽✵ * ✶✽✵ *
❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛#❛✐*♦♥ ❞❡* ♠♦❞/❧❡* ▼✐❝❤❡❧✐♥ ❡, ▼❛**❡* ❘❡**♦#,* ♣♦✉# ❧❛ ♠♦❞+❧✐*❛,✐♦♥
❞❡ ❧✬❡♥#♦✉❧❡♠❡♥, ❛✉,♦✉# ❞✬✉♥❡ ❢♦#♠❡ ✐♥❞+❢♦#♠❛❜❧❡✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉*✐♦♥✱ ♠❛❧❣#+ ❧❡* ,❡♠♣* ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣♦#,❛♥,* ❞❡ ❧❛ ♠+,❤♦❞❡ ▼❛**❡✲❘❡**♦#, ♣♦✉#
#+❛❧✐*❡# ❧✬+,❛♣❡ ❞✬❡♥#♦✉❧❡♠❡♥, ❛✉,♦✉# ❞❡ ❧❛ ,#✐♥❣❧❡✱ ❧❛ =✉❛❧✐,+ ❞❡* #+*✉❧,❛,* ❢♦✉#♥✐* ♣❛# ❝❡,,❡
♠+,❤♦❞❡ ❛♣♣♦#,❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ✐♠♣♦#,❛♥, ♣♦✉# ❧❡* ✉,✐❧✐*❛,❡✉#*✳ ▲✬✐♥,❡#♣+♥+,#❛,✐♦♥ ❡♥,#❡ ❧❡* ❞❡✉①
❢♦#♠❡* ❣+♦♠+,#✐=✉❡* ♦❜*❡#✈+ ❞❛♥* ❞❡* ❝♦♥✜❣✉#❛,✐♦♥* ❝♦♠♣❧❡①❡* ✭❋✐❣✉#❡ ✹✳✻✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞/❧❡
❛❝,✉❡❧ ❡*, ❛❜*❡♥, ❞✉ ♠♦❞/❧❡ ▼❛**❡✲❘❡**♦#, ❣#Y❝❡ < ❧✬✉,✐❧✐*❛,✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✉,✐❧ ❞❡ ❞+,❡❝,✐♦♥ ❞❡*
✐♥,❡#❢+#❡♥❝❡* ❡♥,#❡ ❧❡* ❢♦#♠❡*✳
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▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ♠#❝❛♥✐,✉❡ ❞✉ ♣0♦❝#❞# ❞❡ ❢❛❜0✐❝❛(✐♦♥ ✶✷✸
❈❡" ❝♦✉&❜❡" ♣❡&♠❡**❡♥* ❞✬♦❜*❡♥✐& ✉♥❡ ♠♦❞/❧✐"❛*✐♦♥ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬♦✉*✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❢❛❜&✐❝❛✲
*✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥*✐♥✉ ❡* ❛✐♥"✐ ❧❛ ❞/❢♦&♠❛*✐♦♥ ❞✉ "②"*7♠❡ ❞❡" ❢♦&♠❡" ❣/♦♠/*&✐8✉❡" ❛""❡♠❜❧/❡" "✉&
❝❡* ♦✉*✐❧❧❛❣❡✳
:♦✉& ♦❜*❡♥✐& ✉♥❡ ♠♦❞/❧✐"❛*✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥*✐♥✉✱ ❧❡" ❝♦✉&❜❡" ❣✉✐❞❡" ♦♥* *♦✉*❡" ❧❛ ♠<♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉&
❡* ❧❡ ♠<♠❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♣♦✐♥*"✳ ❆✐♥"✐ ❧❡" ❝♦✉&❜❡" ♣❡✉✈❡♥* <*&❡ *&❛❝/❡" ❞❡ ❢❛?♦♥ @ ❝♦♥"❡&✈❡&
❧❛ ❞✐"*❛♥❝❡ ❝✉&✈✐❧✐❣♥❡ ❡♥*&❡ ❝❤❛8✉❡ ♣♦✐♥*✳ ❉❛♥" ❝❡ ❝❛"✱ ❧❛ *&❛❥❡❝*♦✐&❡ ❞❡ ❝❤❛8✉❡ ♣♦✐♥* ❞❡ ❧❛
❝♦✉&❜❡ ❣✉✐❞❡ ❡♥*&❡ ❧✬/*❛* ✐♥✐*✐❛❧ ❡* ❧✬/*❛* ✜♥❛❧ ✭❋✐❣✉&❡ ✹✳✷✼✮✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✼ ✕ :&✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠♦❞/❧✐"❛*✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥*✐♥✉ ❞❡ ❧❛ ❞/❢♦&♠❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉&❜❡ ❣✉✐❞❡✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥* ❞❡ ✈✉❡ *❡❝❤♥✐8✉❡✱ ♣♦✉& ❧❛ ♠♦❞/❧✐"❛*✐♦♥ ▼❛""❡✲❘❡""♦&* ❡* ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ➱❧/♠❡♥*"
❋✐♥✐"✱ ❧✬♦✉*✐❧❧❛❣❡ ♥✬❡"* ♣❛" ♠♦❞/❧✐"/✳ ▲❡" ❝♦✉&❜❡" ❜❛""❡" ❞❡" ❢♦&♠❡" ❣/♦♠/*&✐8✉❡" "♦♥* ❡♥
❝♦♥*❛❝* ❛✈❡❝ ❧✬♦✉*✐❧❧❛❣❡ ❡* "♦♥* ♣✐❧♦*/❡" ❡♥ ❞/♣❧❛❝❡♠❡♥* ✭❋✐❣✉&❡ ✹✳✷✽✮ @ ♣❛&*✐& ❞❡" *&❛❥❡❝*♦✐&❡"
❞❡" ♣♦✐♥*" ❞❡ ❧❛ ❝♦✉&❜❡ ❣✉✐❞❡ ❞/*❡&♠✐♥/❡" ❛✉ ♣&/❛❧❛❜❧❡ ✭❋✐❣✉&❡ ✹✳✷✻✮✳ ❆✐♥"✐ ❧❛ ❞/❢♦&♠❛*✐♦♥
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 ♦✉# ❝♦♠♣❛#❡# ❧❡* #+*✉❧,❛,* ❞❡ ❧❛ ♠❛.✉❡,,❡ #+❛❧✐*+❡ ❛✈❡❝ ❧❡* ,#♦✐* ♠♦❞1❧❡*✱ ❧❡* ✐♥❞✐❝❛,❡✉#*
❞❡ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡ *♦♥, #❡♣#✐* ❞❛♥* ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹✳
▲❛ ♠♦❞+❧✐*❛,✐♦♥ ▼✐❝❤❡❧✐♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ,#♦✐* +,❛,* ❞❡ ❧❛ ❞❡#♥✐1#❡ +,❛♣❡ ❞✉ ♣#♦❝+❞+ ❛❧♦#* .✉❡
❧❛ ♠+,❤♦❞❡ ▼❛**❡✲❘❡**♦#, ♣❡#♠❡, > ❧✬✉,✐❧✐*❛,❡✉# ❞❡ ❝❤♦✐*✐# ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞✬+,❛,* > ❝❛❧❝✉❧❡#✳
❈❡❧❛ ♣❡#♠❡, > ❧✬✉,✐❧✐*❛,❡✉# ❞❡ ❝♦♠♣#❡♥❞#❡ ❧❛ ❞+❢♦#♠❛,✐♦♥ *✉❜✐❡ ♣❛# ❧❡* ❢♦#♠❡* ❣+♦♠+,#✐.✉❡*
♣♦*✐,✐♦♥♥+❡* *✉# ❧✬♦✉,✐❧❧❛❣❡ ❞✉#❛♥, ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣#♦❝+❞+ ❞❡ ❢❛❜#✐❝❛,✐♦♥✳
❉❡ ♣❧✉*✱ ❧❛ ♠♦❞+❧✐*❛,✐♦♥ ▼✐❝❤❡❧✐♥ ❝❛#❛❝,+#✐*❡ ,♦✉,❡* ❧❡* ❢♦#♠❡* ❣+♦♠+,#✐.✉❡* ❛✈❡❝ ❧❡*
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❧❡ ♠♦❞1❧❡ ▼❛**❡✲❘❡**♦#, ❡, ❡♥ ✸✵ *❡❝♦♥❞❡* ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞1❧❡ ♣❛# ➱❧+♠❡♥,* ❋✐♥✐*✳ ❈❡* ,❡♠♣*
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#❛♣♣♦#, ❛✉ ♠♦❞1❧❡ ▼✐❝❤❡❧✐♥✱ ❧❛ ▼♦②❡♥♥❡ ❞❡* ➱❝❛#,*✱ ❞❡ ❧✬➱❝❛#, ▼❛①✐♠✉♠ ❡, ❞❡ ❧✬➱❝❛#, ❚②♣❡
*♦♥, ❝❛❧❝✉❧+* ❡, ❝♦♠♣❛#+* ♣❛# #❛♣♣♦#, > ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞❡ ❧❛ ❝♦✉#❜❡ ❤❛✉,❡ ❞+❢♦#♠+❡ ✭❚❛❜❧❡❛✉
✹✳✻✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛✐#❡ ❞❡* *②*,1♠❡* ❞+❢♦#♠+* ❡*, +❣❛❧❡♠❡♥, ❝♦♠♣❛#+❡ ♣❛# #❛♣♣♦#, ❛✉ ♠♦❞1❧❡
▼✐❝❤❡❧✐♥✳
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❞❡* ✸✱✾✪ ♣♦✉# ❧❡ ♠♦❞1❧❡ ▼❛**❡✲❘❡**♦#, ❡, ✻✱✷✪ ♣♦✉# ❧❡ ♠♦❞1❧❡ ❊❧+♠❡♥,* ✜♥✐* ❝♦♠♣❛#+* >
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✶✵✱✷✪ ♣♦✉# ❧❡ ♠♦❞1❧❡ ❊❧+♠❡♥,* ✜♥✐* ❛✐♥*✐ .✉❡ ❧✬➱❝❛#, ▼❛①✐♠✉♠ *✉♣+#✐❡✉# > ✸✺✪ ♣♦✉# ❧❡*
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> ❧✬❡♥❞#♦✐, ♦Z ❧✬+♣❛✐**❡✉# ❞✉ *②*,1♠❡ ✈❛#✐❡ ✭❋✐❣✉#❡ ✹✳✸✸✮✳
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